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ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ГРУППЫ ДВИЖЕНИЙ  
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Многие свойства функций Бесселя с целочисленными индексами связаны с группой 
движений евклидовой плоскости. Замена компактной подгруппы евклидовых вращений на не-
компактную подгруппу гиперболических и предлагаемая конструкция представлений приво-
дят к изучению групповых свойств функций Бесселя с произвольными индексами. Выявлены 
связи функций Бесселя с другими специальными функциями, наиболее часто встречающимися 
в приложениях Ганкеля, Макдональда, Неймана, Γ-функций и Β-функций Эйлера. 
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Many properties of Bessel functions with integer indices are related to the group of motions 
of the Euclidean plane. The replacement of the compact subgroup of Euclidean rotations by a 
noncompact subgroup of hyperbolic rotations and the proposed construction of representations lead 
to the study of the group properties of Bessel functions with arbitrary indices. The connections of 
Bessel functions with other special functions, most frequently encountered in applications: Hankel, 
MacDonald, Neumann, Euler Γ-functions and Β-functions, are found. 
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Рассматриваются специальные функции математической физики, относящиеся к классу 
гипергеометрических. Именно этот класс поддается теоретико-групповой интерпретации 
своих свойств. Существенный вклад в развитие такого подхода внесли Н. Я. Виленкин [1–3] и 
И. М. Гельфанд [4]. Среди работ иностранных авторов отметим следующие [5–7]. В настоящее 
время развитие этой теории переживает ренессанс в связи с появившимися новыми задачами 
[4].  

В статье рассматривается нестандартная реализация представлений группы MH(2) дви-
жений псевдоевклидовой плоскости. Данная реализация приводит к изучению функций Бес-
селя, Ганкеля, Макдональда, Неймана, Γ-функций и Β-функций Эйлера: 

1. Преобразование группы движений псевдоевклидовой плоскости MH(2) задается 
формулами [1]: 

 

'
1 1 2
'
2 1 2

ch +x sh ,

sh x ch ,

x x p

x x q

   


  
 (1)

 

где p    , q    ,      . 
Поставив всякому преобразованию (1) в соответствие матрицу: 
 

ch sh 

sh ch 

0 0 1

p

g q

  
    
 
 
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реализуем группу MH(2) как группу матриц третьего порядка. Отметим две подгруппы MH(2). 
Первая состоит из гиперболических вращений  0,0,g  . Обозначим ее через Ω. Вторая под-

группа 2E  состоит из параллельных переносов  , ,0g p q  и изоморфна евклидовой плоскости. 

Поэтому подгруппу Ω можно рассматривать как автоморфизмы абелевой группы 2.E  Следо-

вательно, группа MH(2) является полупрямым произведением абелевой группы 2E  и группы 

ее автоморфизмов Ω 
 

2(2)MH E  , 
 

с умножением     1 1 2 2 1 1 2 1 2, , ,b A b A b Ab A A  , где  ,g b A , 2b E , A . 

2. Представление группы MH(2) строится в пространстве бесконечно дифференцируе-
мых финитных функций  f A  на Ω. Операторы представления  T g  зададим формулой [8]: 

 

       1 1
0 0 0T g f A A b f A A 

   , (2)
 

где χ – одномерное представление коммутативной группы 2E . 

Не трудно проверить мультипликативное свойство: 
 

     1 2 1 2T g T g T g g      
 

и значит,  g T g  − представление. 

Каждое одномерное представление χ группы 2E  задается парой комплексных чисел 

 1 2, 
 

 

   1 2expb p q    , 
 

поэтому группа Χ одномерных представлений 2E  изоморфна двумерному комплексному ли-

нейному пространству 2 . Если X , то A :  1b A b  также является элементом группы 

Χ. Поэтому Χ разбивается на непересекающиеся классы транзитивности по отношению к 
группе Ω. Каждому классу отвечает одно и то же представление (2) группы MH(2). Тогда для 
описания этих представлений достаточно выбрать по одному элементу χX из каждого класса 
транзитивности. Классу транзитивности, состоящему из пар комплексных чисел (Rchy,Rshy), 
соответствует представление: 
 

        exp  ch  sh RT g f y R p y q y f y    . (3)
 

Относительно скалярного произведения: 
 

     1 2 1 2,f f f y f y dy




 
 

 

представление унитарно тогда и только тогда, когда R – чисто мнимое число. При R≠0 пред-
ставление неприводимо [8]. 

3. Построим представление группы MH(2) в пространстве H бесконечно дифференци-
руемых финитных функций на мнимой прямой y с носителем, не содержащим точку y = 0. 
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      1 1 1 1
exp exp

2 2RT g f y R y p y q f y
y y

                
      

. 

 

Заметим, что H представимо в виде прямой суммы двух инвариантных подпространств, 
в каждом из которых  RT g  действует неприводимо и эквивалентно представлению (3). 

Перейдем к другой реализации представлений  RT g . С этой целью каждой функции 

 f y H  поставим в соответствие пару функций: 
 

     1
i

i

F f y y dy
 




 

   ,  arg
2

y


  . (4)

 

Преобразование (4) сводится к преобразованию Меллина [1]: 

     1

0

F f x x dx


   . 

Пользуясь формулой обращения: 
 

    1

2

a i

a i

f x F x d
i

 


 

  
  , 

 

можно установить формулу обратного преобразования для (4) [8]: 
 

      ˆ ˆ1 1 ˆ ˆ ˆ
ˆ4 sin

a i

a i

f y F y F y d
 

 
 

 

           , (5)

 

где a≠0, ±1, ±2, 
Однако убедиться в справедливости (5) проще следующим образом. Умножим обе ча-

сти равенства (5) на   1
y

  и проинтегрируем по всей мнимой оси (-i∞,+i∞). 

При  ˆRe 0    можно менять интегрирование по ̂  и по y на (-i,+i)., при 

 ˆRe 0    можно менять интегрирование по ̂  и по y на (-i∞,-i)∪(+i ,+i∞). После переста-

новки порядка интегрирования, воспользовавшись формулой Коши комплексного анализа, по-
лучим тождество. 

Найдем выражение операторов представления  RT g  в пространстве пар  F  . Обо-

значим пару, соответствующую функции    RT g f y , через       ,R R RQ g F Q g F Q g F  . 

Тогда будем иметь: 
 

         1
i

R R

i

Q g F T g f y y dy
 




 

   . (6)

 

Для элементов группы MH(2) вида  0,0,g   отсюда получаем: 
 

       expRQ g F F    . 
 

Для элементов группы MH(2) вида  , ,0g p q : 
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     1 1 1 1
exp

2 2RT g f y R y p y q f y
y y

               
      

. 

 

Подставляя в (6) и пользуясь формулой (5), получим: 
 

      11 1 1 1 1
exp

4 2 2

i

R

i

Q g F R y p y q y dy
y y

 



 

                          


 
 

    ˆ ˆ1 ˆ ˆ ˆ
ˆsin

a i

a i

F y F y d
 

 
 

 

         . 

(7)

 

При вещественном R≠0,  ˆ0 Re 1     и p q  возможна перестановка порядка ин-

тегрирования, и операторы (7) переходят в операторы вида: 
 

           ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ; ; , ; ;
a i a i

R

a i a i

Q g F K R g F d K R g F d
   

    
   

             , (8)

 

где положено, 
 

     
ˆ11 1 1 1 1ˆ, ; ; exp

ˆ 2 24 sin

i

i

K R g R y p y q y y dy
y y

 
 


 

                           
  . 

 

Таким образом, операторы (8) являются интегральными операторами в пространстве 
пар функций    ,F F F   : 

 

       ˆ ˆ ˆ, , ,
a i

R

a i

Q g F K R g F d
 

 

     
 

 

с ядрами-матрицами 
 

 ˆ, ; ;
K K

K R g
K K

 

 

 
    

 
 . 

 

4. При 0p  , 0Rq   
 

   
ˆ11 1

exp
ˆ 24 sin

i

i

Rq
K y y y dy

y

 
 


 

  
         

  . 

 

Интеграл выражается через функции Ганкеля [1]: 
 

        11 ˆexp 1
ˆ 2 24sin

vK i i v H Rq

           
 

 
 

        2ˆexp 1
2 2 vi i v H Rq
            
 , 

 

где ˆv   . 
Наибольший интерес при этом вызывает появление функций Бесселя: 
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  11 1
exp ,

2 2

i
v

v

i

Rq
J Rq t t dt

i t

 



 

        
  0Rq  ,     1 21

2v v vJ H H    . 

 

В таком случае, 
 

 1
ˆ2 sin

vK J Rq
i

 


 ,   ˆ2sin
v

i
K J Rq   

, 

 

            1 21
exp exp

ˆ4 sin
v vK i H Rq i H Rq

i
     


, 

 

            1 2ˆ ˆexp exp
ˆ4sin

v v

i
K i H Rq i H Rq      

  
 

            1 2exp exp
ˆ4sin

v v

i
i H Rq i H Rq     


. 

 

При 0q  , 0Rp   
 

   
ˆ11 1

exp
ˆ 24 sin

i

i

Rp
K y y y dy

y

 
 


 

  
          

  , 

 

стягивая контур интегрирования к положительной части вещественной оси, получим выраже-
ние ядра через функцию Макдональда, которая имеет вид [1]: 
 

    1

0

1 1 1
exp  ch exp

2 2 2
v

v

z
K z z t vt dt t t dt

t

 
 



         
  

  , 

 

 
1 0

1
sin sin

ˆ ˆsin sin
vK K Rpv

i

 
      

  

. 

 

При 0Rp Rq    получим выражение ядра через Γ-функцию Эйлера: 
 

    1

0

exp zz t t dt


  
 

 

    
ˆ11

exp
ˆ4 sin

i

i

K Rpy y y dy
 

 


 

   
    . 

 

Как и в предыдущем случае получим: 
 

   
1 0

sin sin
2

ˆ ˆsin sin

v
Rp

K vv
i

 
      

  

. 

 

5. В силу мультипликативного свойства: 
 

     1 2 1 2R R RQ g Q g Q g g
 

 

имеет место соотношение:  
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     1 2 1 2
ˆ ˆ, ; ; , ; ; , ; ;

a i

a i

K R g g K R g K R g d
 

 

          . (9)

 

Выбор различных элементов 1g  и 2g группы MH(2) приводит к различным соотноше-

ниям для функций Бесселя, Ганкеля, Макдональда, Неймана, Γ-функций и B-функций Эйлера. 
Число получаемых соотношений сопоставимо с приведенными в справочниках Г. Бейтмена и 
А. Эрдейи [9–10]. 

В качестве примера приведем лишь некоторые из получаемых соотношений. Из равен-
ства для элементов группы 

 

           , ,0 0, ,0 , ,0 0,0, 0, ,0 0,0,g p p g q g p p q g g r g       , 
 

где 0p  , 2q p ,  ch p q r    ,  sh p r  ,  2 2r q p q   ,  exp 2
2

q

p q
 

 
, поскольку 

гиперболическому вращению на угол φ соответствует оператор умножения на  exp  , полу-

чим после подстановки значения ядер в (9): 
 

         

     ˆ

1ˆ ˆexp , ; ; 0, , 0
ˆ2 2 sin

a i

a i

Rp
K R g r J Rq d

i i

  

   
 

          
  , 

 

или, делая замену ˆv    и ˆ     , получим: 
 

       
2 1

2 2

v
a i

v

v

a i

q
J Rr Rp v J Rq d

q p i

 


 
 

 
      

 . 

 

Из равенства для элементов группы 
 

             ,0,0 0,0, 0,q,0  sh ,  ch , 0,0, 0, ,0 0,0,g p g g g p q q g g r g         , 
 

где 0q  ,  sh  sh p q r    ,  ch  ch q r   , 2 2 2 2  sh r q p pq    , 
 sh 

th 
 ch 

p q

q

 
 


, полу-

чим функциональные соотношения для функций Бесселя и Макдональда: 
 

         1
exp exp

a i

v v

a i

v J Rr K Rp J Rq d
i

 

  
 

   
  . 

 

Соотношения несколько иного толка, такие как дифференциальные уравнения, рекур-
рентные равенства и т. п., получаются, если рассматривать алгебру Ли и соответствующие 
инфинитезимальные операторы. 

В частности, равенство для операторов 
 

   1
R RQ g Q g I  , 

 

приводит к взаимно обратным интегральным преобразованиям. 
 Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ 18-47-860005 р_а . 
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