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В работе рассмотрены способы получения разреженного решения на основе метода LS-
SVM. Для получения разреженного решения используются обучающие выборки, формируе-
мые по схеме D-оптимального планирования эксперимента. Приводится также алгоритм фор-
мирования тестовой выборки с использованием критерия регулярности. Для проверки эффек-
тивности предлагаемых методов формирования обучающей выборки проведен вычислитель-
ный эксперимент с использованием модельных данных. Повышение обобщающих свойств мо-
делей, полученных по LS-SVM, проводилось через подбор параметра гауссовой ядерной функ-
ции при минимизации ошибки прогноза. Параметр ядерной функции подбирался по мини-
муму внешних критериев. В качестве внешних критериев оценки качества моделей использо-
вались критерий скользящего контроля и критерий регулярности. Эффективность получаемых 
решений оценивалась по среднеквадратичной ошибке. Дисперсия помехи (уровень шума) при 
моделировании данных задавалась в процентах от мощности сигнала. По итогам полученных 
результатов сделаны выводы, что для получения разреженного решения можно использовать 
обучающую выборку, полученную с использованием D-оптимального разбиения, а также до-
полнительную оптимизацию состава точек (алгоритм замены), которая в ряде случаев позво-
ляет получать лучшие решения. 

Ключевые слова: регрессионная модель, метод LS-SVM, ядерная функция, квадратич-
ная функция потерь, D-оптимальный план, критерий скользящего контроля, среднеквадратич-
ная ошибка. 
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The article considers the methods of obtaining sparse solutions based on the LS-SVM method. 
The training samples generated according to the D-optimal experiment design are used for obtaining 
a sparse solution. An algorithm for forming a test sample using the regularity criterion is also pre-
sented. A computational experiment is conducted to check the efficiency of the proposed methods of 
forming a training sample. The artificial data is used for this purpose. The improvement of the gen-
eralizing properties of the models obtained by LS-SVM is carried out through the selection of the 
Gaussian kernel function parameter while minimizing the prediction error. The kernel function pa-
rameter is chosen according to the minimum of external criteria. The criteria of cross-validation and 
regularity are used as external criteria for assessing the quality of models. The effectiveness of the 
obtained solutions is estimated by mean square error. The noise variance (noise level) is set as a 
percentage of the signal power during the data modeling. According to the results, conclusions are 
made that to receive a sparse solution it is possible to use a training sample, obtained with the use of 
D-optimal split. The additional optimization of the composition of points (exchange algorithm) is 
possible to use as well, which in some cases allows getting the best solutions. 
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Введение. В настоящее время для построения регрессии предложено несколько моди-

фикаций алгоритма опорных векторов [1–2]. При этом все большую популярность приобре-
тает алгоритм опорных векторов на основе квадратичной функции потерь (LS-SVM) [1]. Од-
нако его применение требует решения задачи по настройке его ряда внутренних параметров. 
Эвристический подход по априорному их  выбору описан в [3]. Подбор этих параметров 
можно также осуществлять через минимизацию критерия скользящего контроля [4–8]. 

При использовании классического SVM имеется возможность построения разрежен-
ных решений. Разреженное решение характеризуется тем, что в аддитивном его разложении 
по ядерным функциям задействуются не все точки выборки. Это достигается за счет исполь-
зования функции потерь  -нечувстительности Вапника. Построение разреженных решений 
особенно важно в случае выборок больших объемов. Стоит заметить, что при использовании 
линейной и полиномиальной ядерных функций проблем с компактным представлением мо-
дели не возникает. Для этих функций всегда можно вернуться в исходное пространство дан-
ных и в результате получить сжатую форму представления модели. В то же время при исполь-
зовании, например, ядерной функции Гаусса сделать это не удается. Модель в этом случае 
записывается в виде суммы ядер. Максимальное число ядер может быть равно числу наблю-
дений в выборке. Можно поставить задачу по сокращению числа слагаемых в этой сумме ядер. 
При ее решении мы будем получать так называемое разреженное решение.  

При использовании метода SVM с квадратичной функцией потерь для  получения  раз-
реженных решений приходится прибегать к специальным приемам. Например, для их получе-
ния можно воспользоваться подходом, предложенным в работе [9]. Основная идея при этом 
состоит в отбрасывании точек выборки, для которых параметры в аддитивном разложении ре-
шения по ядерным функциям имеют малые по модулю значения. Другим подходом в получе-
нии разреженных решений может быть разбиение имеющейся выборки на обучающую и те-
стовую части. При этом обучающая часть и составит выборку, по которой будут вычисляться 
решения. По отношению к полной выборке эти решения будут разреженными. Получаемая 
тестовая выборка может быть использована для вычисления на ней критериев качества реше-
ний, по которым можно вести настройку параметров алгоритма. Эти критерии, связанные с 
точностью прогноза на тестовой выборке, относятся к классу внешних критериев [10–12]. 
Формирование обучающей и тестовой части выборки можно проводить по процедуре плани-
рования эксперимента [13–14]. 

Рассмотрим возможность получения разреженных решений посредством формирова-
ния обучающей части выборки с привлечением методов оптимального планирования экспери-
мента. 

 
Разреженное решение по методу LS-SVM 

 

Предположим, у нас имеется обучающая выборка   , : , ; 1, , n k k k kD x y x X y Y k n      

объема n  наблюдений вида: 
 

  , 1, ..., k k ky m x e k n   , 
 

где ошибка ke R  имеет характеристики  | 0k kE e x x   и   2
kVar e   ,  m x  – неизвестная 

действительная гладкая функция и    |k k kE y x x m x  . Нас будет интересовать аппроксима-

ция  m x  в виде    Tf x x b   . Предположим, что исходная выборка наблюдений W  раз-

бита на обучающую и тестовую части, и обозначим их через A  и B . Соответственно, через 
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An  обозначим объем обучающей выборки, а через Bn  – объем тестовой выборки. Координаты 
точек обучающей и тестовой выборок будем обозначать через x  и z . Для получения решения 
по методу LS-SVM составляем СЛАУ вида: 
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Решив СЛАУ вида (1), получим результирующую разреженную LS-SVM модель, име-
ющую вид: 
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где  , kK x x  – ядро скалярного произведения, 
 

 

1

1

1

1
1 Ω

, 
1

1 ΩA 1

1
ˆ Ω 1 .

A A

A A A

A A

T
n A n A

T
n n n

A A n A n b

I y

b

I

I y







 
  

 
  

 
     





 

 
Выбор обучающей части выборки для метода LS-SVM  

с помощью D-оптимального планирования эксперимента 
 

Для построения дискретного D -оптимального плана будем использовать описанные в 
работе [15] алгоритмы.  

Через sG  обозначим матрицу, имеющую размер s s  для обучающей выборки объемом 

в s  наблюдений, который состоит из элементов 
1

( ) ( , )s ij i j sG K x x I 


, , 1, ,i j s  . 

Матрица 1sG   на 1s  шаге принимает вид: 
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где 1 1 1 2 1 1( ) ( ( , ), ( , ), , ( , ))T
s s s s sF x K x x K x x K x x     . 

Для вычисления определителя окаймленной матрицы воспользуемся формулой 

1 1* ( )s s sG G x   , где 1
1 1 1 1 1

1
( ) [ ( , ) ( ) ( )]T

s s s s s sx K x x F x G F x
       


. 

Таким образом, поиск очередной точки, которую будем включать в обучающую вы-
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борку, выполняем по следующей схеме: 1 max ( )s
x

x Arg x   . Подробно данный алгоритм раз-

биения выборки на части приведен в работе [14]. 
В алгоритме используется матрица sG , элементы которой зависят от параметров ис-

пользуемых ядерных функций. Очевидно, что перед проведением процедуры D -опти-маль-
ного разбиения, эти параметры необходимо как-то оценить. Можно пойти по традиционному 
пути, используя критерий контроля по отдельным объектам (Leave-One-Out, LOO). 

Важно также, чтобы получаемое разреженное решение не имело какого-либо смеще-
ния. В вычислительном эксперименте удобным критерием контроля точности получаемых мо-
делей является среднеквадратичная ошибка предсказания MSE: 

 

 2

1

1
ˆ

n

i i
i

MSE u y
n 

  , 

 

где ˆ, , 1, ,i iu y i n   соответственно незашумленное и оцененное по модели значение отклика. 
 

Получение обучающей части выборки с помощью критерия регулярности 
 

Предлагаемый выше метод получения разреженного решения предполагает использо-
вание обучающей выборки, свойства которой обеспечивают получение на ней решения, обес-
печивающего наименьшую дисперсию предсказания на тестовой части выборки. Можно 
пойти по-другому пути, формируя обучающую выборку через минимизацию ошибки прогноза 
на тестовой выборке. Ошибка прогноза на тестовой выборке в литературе еще известна как 
критерий регулярности 

 
2 ˆ ˆ( ) ( ) /T

B B B B By y y y n    , 
 

где  
A ABBy b     – прогнозные значения по модели, оцененной на обучающей вы-

борке. Критерий регулярности может быть также задействован в рассмотренном выше алго-
ритме разбиения выборки по процедуре D -оптимального планирования эксперимента на за-
ключительном этапе при уточнении внутренних параметров алгоритма LS-SVM. 

Для получения разреженного решения на основе обучающей части выборки и критерия 
регулярности рассмотрим следующие алгоритмы. 

Вариант включения: 
1. Предварительное оценивание параметра ядерной функции с использованием крите-

рия LOO. 
2. Выполняем последовательную схему наращивания объема обучающей выборки до 

необходимого объема. Добавляемая в обучающую часть точка выбирается по минимуму кри-
терия 2 . Целесообразно периодически перенастраивать внутренние параметры LS-SVM. 

Вариант исключения: 
1. Предварительное оценивание параметра ядерной функции с использованием крите-

рия LOO. 
2. Выполняем последовательную схему наращивания объема тестовой выборки. До-

бавляемая в тестовую часть точка выбирается по минимуму критерия 2 . Оставшиеся точки 
образуют обучающую выборку. Целесообразно периодически перенастраивать внутренние 
параметры LS-SVM. Новое значение параметров LS-SVM выбираем в том случае, если удается 
при нем улучшить значение критерия 2 . 

Вариант замены: 
1. Предварительное оценивание параметра ядерной функции с использованием крите-

рия LOO. 
2. Выполняем D -оптимальное разбиение исходной выборки на обучающую и тесто-

вую части. Далее выполняем поиск оптимальных значений внутренних параметров LS-SVM 
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по критерию 2 . 
3. Оптимизация состава обучающей выборки. На этом шаге точки из обучающей вы-

борки поочередно заменяем точками тестовой выборки. При этом вычисляем критерий регу-
лярности. В случае если замена привела к улучшению данного критерия, оставляем ее в силе, 
если удачных замен нет – останов.  

4. Выполняем поиск оптимальных значений внутренних параметров LS-SVM по кри-
терию 2 , обучаясь на выборке, полученной на шаге 3. 

Данный алгоритм позволяет уточнить состав точек обучающей выборки, которая была 
получена по процедуре D -оптимального планирования эксперимента. 

 
Вычислительный эксперимент 

 

Вычислительный эксперимент проводился с целью сравнения качества разреженных 
решений, получаемых по различным алгоритмам. 

Тестовая функция вида:  20.75( ) 7 / 3xm x e x  , заданная на отрезке  1;1 , была исполь-

зована для проведения исследований. В качестве ядерной функции использовалось Гауссово 
ядро. Нормально распределенные величины были использованы в качестве помехи. Уровень 
помехи задавался в пределах от 5 % до 25 % от мощности полезного сигнала. Число наблюде-
ний задавалось равным 10, 20, 30 и 50. Параметр регуляризации в LS-SVM фиксировался на 
уровне 10. Лучшее решение подбиралось по параметру масштаба Гауссового ядра на интер-
вале от 510  до 010  по сетке с шагом 0,1. 

В таблице приведены значения среднеквадратичной ошибки. В строках «без разбие-
ния» указаны значения MSE для неразреженных решений, полученных на полных выборках. 
Настройка параметров ядерных функций в этом случае проводилась по критерию LOO. 

 

Таблица  
Среднеквадратичная ошибка предсказания при 20 %-м уровне шума 

 

Объем  
выборки 

Вариант 
разбиения 

Размер тестовой части выборки (%) 
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 

N = 10 

без разбиения 0,0367 0,0367 0,0367 0,0367 0,0367 0,0367 0,0367 0,0367 0,0367 0,0367 
D-опт. план 0,0944 0,0944 0,0944 0,0944 0,0685 0,0685 0,0192 0,0192 0,0193 0,0193 

замена 0,0944 0,0944 0,0944 0,0944 0,0685 0,0685 0,0198 0,0198 0,0298 0,0298 
исключение 0,3155 0,3155 0,0944 0,0944 0,0685 0,0685 0,0192 0,0192 0,0193 0,0193 
включение 0,3155 0,3155 0,0944 0,0944 0,0685 0,0685 0,0258 0,0258 0,0193 0,0193 

N = 20 

без разбиения 0,0079 0,0079 0,0079 0,0079 0,0079 0,0079 0,0079 0,0079 0,0079 0,0079 
D-опт. план 0,0182 0,0277 0,0277 0,0099 0,0138 0,0079 0,0099 0,0119 0,0116 0,0148 

замена 0,0170 0,0170 0,0277 0,0182 0,0182 0,0138 0,0182 0,0148 0,0182 0,0182 
исключение 0,0110 0,0277 0,0277 0,0099 0,0138 0,0079 0,0099 0,0119 0,0116 0,0148 
включение 0,0182 0,0182 0,0182 0,0182 0,0182 0,0182 0,0182 0,0182 0,0138 0,0148 

N = 30 

без разбиения 0,0021 0,0021 0,0021 0,0021 0,0021 0,0021 0,0021 0,0021 0,0021 0,0021 
D-опт. план 0,0034 0,0157 0,0024 0,0020 0,0020 0,0020 0,0042 0,0034 0,0034 0,0034 

замена 0,0034 0,0157 0,0157 0,0020 0,0020 0,0020 0,0042 0,0042 0,0042 0,0042 
исключение 0,0034 0,0157 0,0024 0,0020 0,0020 0,0020 0,0042 0,0034 0,0034 0,0034 
включение 0,0068 0,0068 0,0068 0,0068 0,0068 0,0068 0,0068 0,0053 0,0053 0,0053 

N = 50 

без разбиения 0,0021 0,0021 0,0021 0,0021 0,0021 0,0021 0,0021 0,0021 0,0021 0,0021 
D-опт. план 0,0028 0,0039 0,0023 0,0039 0,0051 0,0051 0,0068 0,0021 0,0051 0,0021 

замена 0,0031 0,0039 0,0100 0,0039 0,0051 0,0068 0,0022 0,0022 0,0022 0,0022 
исключение 0,0028 0,0039 0,0023 0,0039 0,0051 0,0051 0,0068 0,0021 0,0051 0,0021 
включение 0,0020 0,0022 0,0020 0,0022 0,0022 0,0022 0,0024 0,0023 0,0020 0,0022 
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Можно сравнивать между собой неразреженное решение и наполовину разреженное 
при 50 %-й тестовой части. Видно, что получаемые разреженные решения при D -оптималь-
ном разбиении выборки лишь немногим проигрывает неразреженным по величине MSE. При 
этом, если использовать вариант разбиения на основе критерия регулярности, то улучшения 
качества решения с позиции MSE чаще всего не наблюдается. Это позволяет говорить о том, 
что для получения разреженного решения можно использовать обучающую выборку, полу-
ченную с использованием D -оптимального разбиения ее на части. Вместе с тем включение 
дополнительной оптимизации состава точек (см. алгоритм «замена») позволяет в ряде случаев 
получать лучшие решения. 

Заключение. В работе для получения разреженного решения на основе метода LS-
SVM предложены различные способы получения обучающей части выборки. По результатам 
проведенных вычислительных экспериментов для получения разреженных решений можно 
рекомендовать использование обучающей выборки, которая может быть получена, в том 
числе по процедуре D -оптимального планирования эксперимента. При этом окончательную 
настройку внутренних параметров метода LS-SVM можно осуществлять, ориентируясь на ве-
личину ошибки на тестовой части выборки. 
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