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Предлагается расширение модели случайных графов с нелинейным правилом предпо-

чтительного связывания путем учета возможностей добавления в сеть целых сообществ. Эти 
сообщества моделируются полными графами. Такое расширение модели естественным обра-
зом обосновывается известными процессами в социальных сетях. В работе выводятся мате-
матические соотношения, которые позволяют рассчитать распределение степени связности 
вершин {Qk} сгенерированного графа. Также выводятся уравнения, позволяющие при задан-
ном распределении степени связности узлов реальной сети подобрать параметры генерации, 
учитывающих процесс добавления сообществ. Полученные результаты проверяются путем 
генерации больших графов. 
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The model extension of nonlinear preferential attachment random graphs considering possi-

bilities of adding entire communities in the network is proposed. The added communities are repre-
sented by entire graphs. Such an extension of model is naturally based on existing processes on so-
cial networks. Mathematical relations are derived. These relations allow calculating the degree dis-
tribution of vertices {Qk} of a generated graph. Equations are also derived which allow, for a given 
node degree distribution of real network getting generation properties considering the process of 
adding communities. The results obtained are verified by generating large graphs. 
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Введение 
Изучаемые Теорией сетей (Network Science) структуры имеют разную природу, но 

схожие свойства, среди которых исследователи выделяют следующие:  
- распределение степеней связности узлов сети является степенным; 
- сети имеют небольшой, часто уменьшающийся с увеличением размера сети, диаметр 

(правило «шести рукопожатий»);  
- в сетях присутствуют сообщества (некоторые группы узлов, имеющих больше свя-

зей между собой, чем с узлами из других сообществ).  
В качестве моделей больших сетей часто используют случайные графы предпочти-

тельного связывания [1]. Эти модели растущих сетей позволяют генерировать графы, реали-
зующие: 

- заданное распределение степени связности вершин; 
- заданное распределение степени связности вершин и заданный коэффициент класте-

ризации [2–5]; 
- заданные распределение степени связности вершин и совместное распределение 

концевых степеней ребер [6].  
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Схему генерации графов предпочтительного связывания удобно рассматривать на 

примере случайного графа с нелинейным правилом предпочтительного связывания (НППС). 

Генерация графа с НППС (рис. 1) представляет собой итерационный процесс. На каждом ша-

ге этого процесса к существующему графу добавляется приращение – вершина со случайным 

числом ребер, свободные концы которых присоединяются к i-й вершине существующего 

графа с вероятностью, пропорциональной некоторой функции предпочтения f(ki), зависящей 

от степени связности ki вершины графа: 
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Если число ребер в приращении является константой m, а функция предпочтения ли-

нейна: f(ki) = ki, то мы получим известный граф Барабаши – Альберт (БА) [1], в котором мо-

делируется принцип «богатый становится богаче» (чем больше степень связности вершины, 

тем больше вероятность присоединения к ней). Если функция предпочтения логарифмиче-

ская: f(ki) =log(ki), то моделируется закон Вебера – Фихнера, в соответствии с которым ин-

тенсивность ощущения пропорциональна логарифму интенсивности раздражителя, в данном 

случае степени связности ki вершины. 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1. Генерация графов с НППС 

Примечание: к графу-затравке добавляются вершины со случайным числом ребер.  

На рисунке добавляется вершина с двумя ребрами, затем дважды с тремя 

 

Однако в графах предпочтительного связывания (особенно это касается наиболее ис-

следованного графа предпочтительного связывания – графа БА) сообщества, как правило, 

отсутствуют, в некотором смысле такие графы является однородными. Даже для небольшого 

размера полных подграфов (клик), содержащих всего лишь три вершины, в графах БА коли-

чество таких «треугольных» клик существенно меньше по сравнению с их количеством в ре-

альных сетях с соизмеримым числом узлов и ребер [3]. Тем более это справедливо для числа 

клик большего размера. В данной работе предлагаются графы предпочтительного связыва-

ния, в котором эта проблема решается. В этих графах предполагается, что сообщество добав-

ляется в сеть целиком, тем самым моделируется этап «добавления сообщества» [7]. Добавля-

емое сообщество представляет собой заданное число n узлов, любые два узла из которых 

связаны между собой.  

Графы с добавлением полных подграфов 

Графы с добавлением полных подграфов представляет собой модифицированную вер-

сию графов с НППС. Пусть на каждом шаге выращивания графа с вероятностью γ поступает 

полный граф, содержащей n связанных между собой вершин (n-ада), с вероятностью (1 – γ) – 

обычное приращение графа – монада (рис. 2). Число добавляемых ребер у вершины монады 

определяется в соответствии с дискретным распределением { )1(

kr }, у каждой из вершин n-ады 

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9E%D1%89%D1%83%D1%89%D0%B5%D0%BD%D0%B8%D0%B5
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9B%D0%BE%D0%B3%D0%B0%D1%80%D0%B8%D1%84%D0%BC
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часть ребер являются частью полного подграфа, а часть – разыгрывается в соответствии с 

распределением { )(n
kr }, у всех вершин n-ады число добавляемых ребер одинаково. Свобод-

ные концы ребер монады присоединяются к графу независимо, в соответствии с вероятно-

стью: 
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где N – число вершин графа. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Рис. 2 Генерация графа с НППС с добавлением сообществ,  

на каждом шаге генерации графа добавляется двухвершинное приращение (диада) с вероятностью   

или одновершинное приращение (монада) с вероятностью (1–) 

 

У каждой вершины n-ады  ребер присоединяются к одной и той же вершине, разыг-

рываемой по формуле (1). Остальные свободные концы ребер n-ады присоединяются к суще-

ствующим вершинам графа с вероятностью (1) независимо. 

Можно записать для предлагаемого графа следующие свойства. 

1. В среднем за один шаг поступает (1 + (n–1)γ) вершин. 

2. Обозначим среднее число ребер монады m(1), тогда 



t

k

irim
1

1)1( , где t – макси-

мальное значение степени связности монады. 

3. Среднее число ребер n-ады (nm(n) + n(n – 1)/2), свободных (не входящих в клику 

размером n) ребер nm(n), где m(n) – среднее число свободных ребер каждой из вершин n-ады. 

4. За один шаг к графу добавляется в среднем γ(nm(n) + m(n)(n – 1)/2) + (1 – )m(1) ребер. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Рис. 3. Полный граф с пятью вершинами в качестве приращения (пентада) 

Примечание: разыгранных свободных ребер три, входящих в клику – десять 
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Поставим следующие задачи: 
1. В рамках предложенной модификации модели графов с НППС вывести уравнения, 

которые позволят рассчитать распределение степени связности (РСС) вершин {Qk}, сгенери-
рованного графа. 

2. В рамках предложенной модификации модели графов с НППС вывести уравнения, 
позволяющие при заданном РСС узлов реальной сети подобрать параметры генерации, учи-
тывающих процесс добавления сообществ. 

Вывод распределения степени связности вершин 

Разобьем множество всех вершин имеющегося графа на подмножества kA  (слои) 

вершин, содержащие вершины с одинаковой связностью k ...),1,(  mmk . Вероятность kQ  

слоя kA  определим как вероятность выбора вершины именно из слоя kA  при случайном 

(равновероятном) выборе любой из N вершин имеющегося графа: NAQ kk /|| , где || kA  – 

число вершин со связностью k. 

Финальное значение kP  вероятности  kAi ip  того, что для связывания с ребром но-

вой вершины будет выбрана вершина слоя kA , можно получить из формулы (1): 
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Таким образом, вероятность kP  выбора слоя kA  можно вычислить как 
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,                                                                                                                              (2) 

 

где 



gl

ll fQf – среднее значение функции предпочтения. 

Рассмотрим, как изменяется || kA  при поступлении монады: 

1. Если поступает монада, то || kA  с вероятностью rk увеличится на 1. В среднем || kA  

за счет этого увеличивается на )1()1()1( )1(01 kkk rrr  . 

2. Кроме того, в среднем m(1)Pk ребер монады связываются с вершинами слоя Ak и эти 
вершины уходят в слой Ak + 1, т. е. Ak уменьшается в среднем на m(1)Pk. 

3. В среднем m(1)Pk – 1 ребер монады связываются с вершинами слоя Ak – 1 и эти верши-
ны уходят в слой Ak, т. е. Ak увеличивается в среднем на m(1)Pk – 1. 

Итого при добавлении монад: 

1 =  )1(
kr + m(1)Pk – 1 – m(1)Pk. (3) 

Рассмотрим, как изменяется || kA  при поступлении n-ады (рис. 4).  

1. Вершины n-ады с вероятностью 
( )

1

n

k nr   попадают в слой Ak, это дает увеличение || kA

на 
( )

1

n

k nn r   . 

2. Для каждой из вершин n-ады справедливо, что  исходящих из нее ребер связыва-
ются с вероятностью Pk – n  c вершинами слоя Ak – n  и эти вершины переходят в слой Ak. Это 

дает увеличение || kA на Pk – n. 

3. В среднем  сопряженных n-ок ребер связываются с  вершинами слоя Ak  и эти вер-

шины переходят в слой Ak + n. Это дает уменьшение || kA  на – Pk. 

4. Свободные ребра n-ады связываются с вершинами слоя Ak–1 c вероятностью Pk – 1. 

Таких одиночных ребер n  m(n) – n  . Увеличение || kA  составляет (n  m(n)– n  ) Pk – 1. 
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5. Свободные ребра n-ады связываются с вершинами слоя Ak  c вероятностью Pk. 

Уменьшение || kA составляет (n  m(n) – n  ) Pk.  

Итого получаем: 
 

2 = n  ( )

1

n

k nr    + Pk – n – Pk + (n  m(n) – n  )Pk – 1 – (n  m(n) – n  )Pk .                          (4) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Рис. 4. Схема изменения числа вершин в слое Ak при добавлении монады (слева) и n-ады (справа) 

 

На каждом шаге выращивания графа модуль поступает с вероятностью γ, обычное 

приращение – с вероятностью (1 – ). С учетом этого: 
 

|Ak| = (1 – )1 +   2 = (1 – )( )1(
kr +  m(1)Pk – 1 – m(1)Pk) + 

+ (n )(
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n
nkr   + Pk – n – Pk  + (n  m(n) – n  )Pk – 1 – (n  m(n) – n  )Pk). 

 

Приравнивая долю вершин в слое Ak до выполнения шага выращивания графа к соот-

ветствующей доле Ak + 1 после выполнения этого шага, получаем следующее уравнение ба-

ланса: 
 

))1((

||||

nN

A

N

A kkk




 . 

 

Что можно переписать как 
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Полученное уравнение перепишем следующим образом: 
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Сократим одинаковые члены |Ak|N и разделим равенство на N. В результате выраже-

ние |Ak|(( – 1) +   n) в левой части превращается в Qk(( – 1) +   n), а множители N в правой 
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части сокращаются. Заменяя все Pk в правой части равенства их выражением 



f

fQ
P kk

k
, по-

лучаем уравнение баланса для Qk: 
 

(1) ( )

(1) ( ) (1) ( ) (1)

1 1

( ( 1) ( 1) )
1 ( 1)

( (1 ) ) ( (1 ) )  
.

n

k
k

n n

k k n k k n

f m n m n
Q n

f

r n r f m n m n m Q Q

f

   

         
      

  

                      


 

 

 

В явной форме для Qk можно записать выражение: 
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где Mggk ...,,1,  , 



gk

kkQff . 

Если нет n-ад, т. е.  = 0, то получим известную формулу [8]: 
 

(1) (1)

1 1

(1)
.

k k k

k

k

r f m f Q
Q

f m f

    


   
 

 

Если нет монад, т. е.  = 1, при n = 2 получим: 
 

1

(2) ( )

1 1 2 2

(2)

2 (2 2 )
.

2 2

k

n

k k k k

k

k k

r f m f Q f Q
Q

f f m f

           


     
 

 

Калибровка графа по распределению степеней вершин 

В задаче калибровки графа требуется найти параметры { )1(
kr },{ )(n

kr }, {fk}, ,  при ко-

торых граф будет иметь заданное РСС вершин {Qk}. Эту задачу можно решить, используя 

уравнение (5).  

Выражая из (5) fk, получаем рекуррентное соотношение: 
 

(1) ( )

1

(1) ( )

1 1

[ (1 ) ] [ ( 1)]

[( (1 ) ) ]
,

n

k k n k
k

k k
n

k k k n k n

k

r n r f f f n Q
f

a Q a Q

m n m n f Q f Q f

f a Q

 

   

             
  

 

             


   

                                          (6) 

 

где  )1()1( )()1( nmnma n .  

Соотношением (6) определяется определяющая функцию предпочтения последова-

тельность {fk}, каждый член которой имеет общий мультипликативный множитель 
a

f 
. 

Причем следует заметить, что последовательности {fk} и {Cfk}, которые отличаются множи-

телем C > 0, эквивалентны, учитывая формулу (1). Следовательно, мы можем приравнять 

множитель 
a

f 
 в правой части соотношения (6) к единице (определяя тем самым равенство 

af  ) и записать это соотношение в более компактном виде: 
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(1) ( ) (1) ( )

1 1 1(1 ) (1 ( 1)) ( (1 ) )
.

n n

k k n k k k k n k n

k

k k

r nr n Q m nm n f Q f Q
f

Q f Q

                  
 

  
 (7) 

 

Учитывая, что в результате сделанного выбора мы имеем равенство af  , парамет-

ра  )1()1( )()1( nmnma n , получаем следующее рекуррентное соотношение: 
 

(1) ( )
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Q

m n m n f Q f Q

m n m n Q

 

   

         
 

          


           

                                                  (8) 

 

где Mggk ...,,1,  . 

Формула (8) является решением задачи калибровки графа. Она позволяет для реали-

зации заданного РСС {Qk} получить бесконечно много последовательностей весов {fk}, фак-

тически задающих функцию предпочтения f(k), в зависимости от того, какие параметры {rk}, 

,  и m будут выбраны.  

 

Численные эксперименты 

Полученные формулы можно проверить экспериментально путем использования 

электронных таблиц. 

На рис. 5 в среде электронных таблиц представлен результат калибровки графа, когда в 

качестве приращения использовались диады (связанные пары вершин). При этом требовалось 

реализовать следующее распределение степени связности вершин в генерируемом графе: 
 

,
)2)(1(

12




kkk
Qk  

 

что соответствует распределению степени связности вершин графа БА с параметром m = 2 (при 

использовании графу предпочтительного связывания с одновершинным приращением). 

В процессе калибровки по формуле (8) получены значения функции предпочтения f(k). 

Результаты были проверены пересчетом по формуле (5) с параметрами  = 1, n = 2,  = 1. 

Как можно видеть, результаты расчетов в электронной таблице приводят к получению 

искомого распределения. 

На рис. 4 приведены результаты генерации графа с заданными параметрами после до-

бавления 50 тыс. приращений, в качестве графа затравки использовался полный граф, содер-

жащий 4 вершины. Отклонение статистических оценок первых десяти значений распределе-

ния степени связности, полученных путем генерации графа, находятся в пределах статисти-

ческой погрешности. 

На рис. 6 представлена калибровка графа с использованием пентад (полных графов в 

приращении, содержащих 5 вершин) и монад. Вероятность появления пентад  = 0.01. В ка-

честве базового распределения степеней связности вершин взято сглаженное распределение, 

полученное по данным о сети автономных систем Интернет (доступного по электронному 

адресу http://www-personal.umich.edu/~mejn/netdata/as-22july06.zip). 

 

http://www-personal.umich.edu/~mejn/netdata/as-22july06.zip
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Рис. 5. Проверка полученных формул для графа БА с параметром m = 4 

 

 
 

Рис. 6. Калибровка случайного графа с использованием электронных таблиц 

 

На рис. 6 представлено сглаженное распределение для степени связности вершин ис-

следуемой сети автономных систем и распределение для степени связности вершин сгенери-

рованного графа. Как можно видеть на рис. 7, при малых значениях локальной степени связ-

ности распределения совпадают, при больших значениях выборка отсутствует (отсюда 
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большие отклонения), поскольку генерируется граф небольшого размера. Заметим также, что 

теоретическое распределение для генерируемых графов соответствует сглаженному распре-

делению.  

 

 
 

Рис. 7. Сглаженное распределение степени связности узлов в сети автономных систем (линия)  

и в реализации случайного графа того же размера с использованием пентад (маркеры) 

 

Заключение 

Несмотря на многочисленные публикации по анализу сообществ в реальных сетях, 

число работ, решающих более фундаментальные вопросы о моделировании механизмов воз-

никновения сообществ, немного. Так, в работах [9, 10] предлагаются геометрические графы 

предпочтительного связывания (где геометрия задает степень подобия, влияющую на пред-

почтение присоединения, и определяющую форму сообществ), в работах [11, 12], предлага-

ется «генерировать» графы как отдельные слабосвязанные между собой компоненты (кото-

рые тоже можно рассматривать как сообщества). В данной работе предложен случайный 

граф, с помощью которого моделируется добавление сообществ как единого целого. Такому 

процессу можно найти интерпретацию в социальных сетях. Так, при появлении очередной 

учебной группы, в подсеть добавляются новые узлы (представляющие собой студентов), ко-

торые сразу же становятся связанными между собой (об этом свидетельствуют исследова-

ния, в том числе [13]: студенты, как правило, связываются в подсети с другими студентами 

из своей учебной группы).  

Дальнейшее развитие предложенной модели может состоять в учете и других процес-

сов, происходящих в сетях. Так в работах [14, 15] путем анализа динамики изменений струк-

туры сети выявляются такие процессы как разрушения сообществ (разбиение на несколько 

меньших или полное уничтожение сообщества), связь возраста сообщества и его размера.  

Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского фонда фундамен-

тальных исследований в рамках научного проекта № 16-31-60023 мол_а_дк. 
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