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В данной статье рассмотрены некоторые аспекты вычислительного моделирования 
трещины гидроразрыва, в частности предложены методы моделирования роста трещины гид-
роразрыва в изначально неоднородно напряженной среде, описаны результаты тестовых пара-
метрических исследований. Также представлен метод моделирования произвольно ориентиро-
ванных плоских трещин в трехмерном пространстве с учетом их взаимодействия между собой. 
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The paper discusses some aspects of hydraulic fracturing crack numerical modeling. In par-
ticular, methods for modeling fracture growth in a non-uniformly stressed medium are suggested, 
and results of test simulations aimed at parametric studies are presented. The method for mathemat-
ical modeling of arbitrary oriented flat cracks interaction in 3D space is also developed. 
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Введение. В настоящее время гидроразрыв пласта – один из основных методов интен-
сификации добычи на нефтяных и газовых месторождениях. Эффективность процесса гид-
роразрыва зависит от полученной формы трещины, полноты очистки после процесса гидро-
разрыва и прочих факторов [1–3]. Важным аспектом для точного моделирования гидрораз-
рыва является учет имеющихся в среде неоднородностей и естественных разломов. На дан-
ный момент существуют модели, которые учитывают, например, неодноодные напряжения, 
возникающие в результате взаимного влияния нескольких трещин гидроразрыва [4–8]. 
Большинство подобных моделей обладают значительной вычислительной сложностью из-за 
необходимости решать трехмерную задачу упругости. В данной работе представлен принцип 
моделирования роста трещины гидроразрыва в изначально неоднородно напряженной среде, 
а также метод, позволяющий моделировать полностью трехмерные трещины и их взаимо-
действие и снизить за счет использования аналитических решений вычислительную размер-
ность задачи. 

Постановка задачи. Рассмотрим решение упругой задачи для трехмерной линейно-
упругой среды с имеющимися в ней одной или несколькими трещинами. 

Рассмотрим плоскую вертикальную трещину, раскрытие (ширина) которой много 
меньше ее высоты и длины, а высота постоянна. Через скважину, находящуюся в начале ко-
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ординат, в трещину подается жидкость гидроразрыва, которую при решении полагаем не-
сжимаемой. Окружающую породу считаем линейно упругой. Трещина распространяется 
в направлении, перпендикулярном направлению минимального главного напряжения σ3. Са-
мо напряжение σ3, в свою очередь, может меняться вдоль направления роста трещины, кото-
рое мы принимаем за ось x. При этом следует отметить, что σ3(x) в данной ситуации – 
напряжения, изначально заданные на оси Ox или в некоторой окрестности. Согласно прин-
ципу Сен-Венана, распределение напряжений вдали от трещины не должно оказывать суще-
ственного влияния на ее поведение.  

Таким образом, система уравнений, определяющих рост трещины, состоит из уравне-
ний, описывающих движение жидкости: 
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и уравнений, описывающих поведение упругой среды, в которой распространяется трещина:  
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где w – это раскрытие трещины; 
V – скорость жидкости в трещине; 
Vleak – скорость утечки жидкости в породу;  
pf – давление жидкости;  
F – сила вязкого трения;  
E и ν, соответственно, – модуль Юнга и коэффициент Пуассона для среды;  
u – вектор смещений;  
σ – тензор напряжений. 

Эти две системы уравнений связаны между собой граничными условиями. Для просто-
ты вычислений принимаем, что граничные условия на стенках трещины ставятся на оси x 
при y = 0±. На рис. 1 схематично изображены граничные условия для данной задачи. 

 

 
 

Рис. 1. Граничные условия на берегах трещины и на бесконечности 
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При y = 0±; |x| < L(t) задается связь между неизвестными упругой задачи и задачи те-

чения жидкости  ,   0,  ,  
2

xy yy fy

w
u p x t 

      . 

На «бесконечности» заданы напряжения  3 2,  ,  0yy xx xyx       . 

Кроме того, в начале координат задается расход жидкости Q, а на границе жидкости 

 fx L t , определяемой из закона сохранения массы, ставится условие 0fp  . 

Отметим, что в таком случае условия на «бесконечности» заданы математически некор-

ректно и, следовательно, методы, использующие аналитические решения задачи теории упруго-

сти, к такой постановке не применимы. Для того чтобы метод можно было применить, для нача-

ла следует избавиться от неоднородности напряжений на бесконечности. Для этого, пользуясь 

линейностью задачи, раскладываем напряжения в среде на две составляющие: 0  – начальные 

неоднородные напряжения в среде, не зависящие от наличия трещины, и f  – напряжения, вы-

званные наличием трещины. В таком случае для σ0 известно или получено начальное распреде-

ление, для которого    0 0

1,0 ,   ,0 0, xx xyx x        0

3,0yy x x  . Граничные условия на бере-

гах трещины изменяются соответственно, и для напряжения f  получаем задачу о распростра-

нении трещины под действием внутреннего давления в ненапряженной среде.  

Упругая задача решается с помощью метода разрывных смещений, позволяющего сни-

зить вычислительную размерность задачи. Более детально этот метод будет изложен ниже. 

Результаты численного счета. Рассмотрим следующую задачу: рост трещины гидро-

разрыва в среде, в которой напряжение 𝜎3́ на участке 0 1x x x   отличается от напряжения 3  

в остальных местах. Утечку жидкости в породу не учитываем. На рис. 2 представлены профи-

ли раскрытия трещин одинаковой длины при различных напряжениях 𝜎3́. 

 

 
 

Рис. 2. Профили раскрытия при различных напряжениях в породе 

 

Из рис. 2 видно, что более или менее напряженный участок оказывает заметное влия-

ние на раскрытие трещины как на самом участке, так и вне его. Часть различий обусловлена 
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тем, что данные профили раскрытия трещины взяты в разное время и, соответственно, 

в трещинах находится различный объем жидкости. Но тем не менее достаточная разница 

в напряжении между областями обеспечивает немонотонное раскрытие трещины, что может 

существенно повлиять на распространение проппанта через такую трещину.  

Далее на рис. 3 показаны графики зависимости длины трещины от времени для раз-

личных значений напряжения на участке 0 1x x x  . 

 

 
 

Рис. 3. Графики роста трещины при различных напряжениях в ограниченной области 

 

Из представленных графиков хорошо видно, что трещина, преодолевающая участок по-

вышенного напряжения, через некоторое время обгоняет как трещину, растущую в однородно 

напряженной среде, так и трещину, преодолевшую менее напряженный участок. А если учесть 

тот факт, что в этих трещинах находится одинаковый объем жидкости гидроразрыва, 

то из этого следуют два вывода. Во-первых, конечная область неоднородного напряжения су-

щественно влияет на скорость распространения трещины гидроразрыва, причем не только 

во время преодоления этой области, но и в дальнейшем. Во-вторых, сужение трещины в обла-

сти повышенных напряжений вкупе с общим утоньшением трещины ввиду большей скорости 

распространения может привести к тому, что трещина будет куда менее пригодна для закачи-

вания туда проппанта. Таким образом, учет даже относительно непротяженных неоднородно-

стей в среде может существенно повлиять на точность применяемой модели. 

Моделирование поворота трещины. Как было сказано ранее, трещина гидроразрыва 

распространяется в направлении, перпендикулярном минимальному главному напряжению. 

Но в случае распространения трещины в изначально неоднородно напряженной среде нельзя 

ожидать, что это направление будет всегда оставаться неизменным. Далее мы представим 

решения, позволяющие определить вероятное направление распространения трещины при 

известных коэффициентах интенсивности напряжений и изначальных напряжениях в среде 

для шага заданной длины. 

Для определения нужного направления следует определить значения напряжений y y   , 

нормальных к выбранному направлению. Как известно, напряжения в кончике трещины опре-

деляются коэффициентами интенсивности KI  и KII по следующим формулам: 
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Здесь x и y направлены, соответственно, вдоль и поперек изначальной трещины. По-

сле некоторых преобразований мы можем получить формулу зависимости напряжений вдоль 

выбранного направления при известных KI и KII: 
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где    x и y'  – оси системы координат с началом в кончике трещины, повернутой на угол θ от-

носительно изначальной (рис. 4). 

 

 
 

Рис. 4. Поворот системы координат перед трещиной 

 

Далее, чтобы получить суммарное напряжение, добавим к этому известное начальное 

напряжение 0 . Итоговое напряжение будет выглядеть как сумма 0  f    . 

Таким образом мы можем определить угол, при котором напряжение на заданном 

расстоянии r от кончика трещины будет максимальным. 

Моделирование трещины в трехмерном пространстве. Теперь остановимся по-

дробнее на методе решения упругой задачи. Пусть у нас есть плоская трещина, представля-

ющая собой поверхность, на которой возможны сильные разрывы перемещений. Предполо-

жим, что трещина ориентирована перпендикулярно оси x3. В таком случае в среде должны 

выполняться следующие уравнения: 
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Для статических задач (гидроразрыв во многих ситуациях можно считать квазистати-

ческой задачей с точки зрения теории упругости) справедливо представление Треффца для 

поля перемещений 
3 ,i i

i

u x
x


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
 где Δ 0, Δ 0i   , подставляя которое в уравнения, по-

лучим поле деформаций и напряжений, задаваемое функциями 
i . Чтобы удовлетворить 

условиям, на трещине будем искать функции 
i  в форме  потенциала двойного слоя: 
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Таким образом, найдя подобные функции для прямоугольной области, получаем ана-

литическое решение влияния одиночного плоского прямоугольного разрыва на окружающее 

пространство. С помощью замены координат это решение обобщается на произвольно     

ориентированный элементарный разрыв. Далее, если разбить всю поверхность трещины       

на N-граничных элементов (рис. 5), получаем следующую систему: 
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n = 1, 2,…N, 

 

где 1 2 3, ,n n nb b b  – компоненты вектора напряжений в центре N-го граничного элемента; 

     
,  ,

i i i

mn mn mnA B C  – полученные в результате предыдущих вычислений функции влияния эле-

мента m на элемент n; 

 m

iD  – неизвестные коэффициенты, которые находятся из решения получившейся системы. 

 

 
 

Рис. 5. Разбиение системы трещин на элементы 
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Таким образом, задача взаимодействия произвольного количества произвольно ори-

ентированных трещин в трехмерном пространстве сводится к решению системы из 3N ли-

нейных уравнений, где N – количество элементов, на которые разбиты поверхности трещин, 

что понижает размерность задачи на единицу. С точки зрения математической теории дан-

ный подход является одной из реализаций метода разложения решения по неортогональным 

функциям [9–12], но, в отличие от предыдущих работ, использует новые фундаментальные 

решения [13]. 

Результаты моделирования. В качестве примера приведем результаты моделирова-

ния взаимодействия двух трещин, расположенных в параллельных плоскостях. Активная 

трещина под внутренним давлением в два раза длиннее пассивной трещины.  

На рис. 6в видно, что активная трещина слабо действует на трещины, находящиеся 

в ее «тени», но активно действует на трещину, находящуюся снаружи. 

 
 

 
а) б) в) 

 

Рис. 6. Две взаимодействующие трещины при различном взаимном расположении 

верхний и нижний берег трещин в сечении y = 0 

 

Выводы. Представленные результаты показывают важность учета неоднородности сре-

ды при моделировании гидроразрыва ввиду заметного влияния участка неоднородного напря-

жения на дальнейший рост трещины, а также на ее раскрытие. Представленный метод гранич-

ных элементов дает возможность сократить вычислительные затраты численных методов на ре-

шение задач взаимодействия трещин в трехмерном пространстве, а из результатов расчетов вид-

но, что приближение трещины гидроразрыва способствует раскрытию неактивных трещин пе-

ред ее фронтом и практически не влияет на трещины, находящиеся в ее «тени». 

 

Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ и 18-07-00513.  
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