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Аннотация. В работе рассмотрена задача построения кусочно-линейной регрессионной  

модели (называемой также производственной функцией Леонтьева, функцией с нулевой эластично-
стью замены ресурсов, а также функцией с постоянными пропорциями) по данным с интервальной 
неопределенностью для зависимой переменной. Приведен краткий обзор применения традиционных 
форм таких моделей, построенных по классическим, точечным данным, для оценки качества воздуха, 
анализа связи общественного здоровья с сельскохозяйственной деятельностью, оптимизации процес-
сов очистки фрагментов антител, исследования пропускной способности аэропортов и решения неко-
торых других задач. В качестве функции потерь принята сумма модулей ошибок аппроксимации.  
Показано, что сформулированная задача сводится к задаче частично-булевого программирования 
приемлемой размерности. Ее решение не должно вызывать вычислительных трудностей ввиду суще-
ствующего значительного арсенала соответствующих эффективных программных средств. Результа-
ты работы могут быть полезны при исследовании с помощью методов математического моделирова-
ния сложных технических и социально-экономических объектов с интервальной неопределенностью 
в исходных данных, вызванной сбоями в работе измерительных устройств, ошибками в деятельности 
статистических служб и другими причинами. 
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Abstract. The article discusses a problem of constructing a data-driven piecewise linear regression 

model (also known as Leontief production function, zero elasticity of substitution production function,  
and fixed proportions production function) with interval uncertainty for the dependent variable. A brief re-
view of application of traditional forms of such models constructed according to the classical point data is 
given for assessing air quality, analyzing public health’s relation to the agricultural activity, optimizing pro-
cesses of antibodies’ fragments purification, studying airport capacity, and solving other problems. A sum of 
approximation errors mode is taken as a loss function. The formulated problem is reduced to the partially 
Boolean programming problem of acceptable dimension. There should not emerge any calculating difficul-
ties when solving the problem due to the existing large amount of acceptable effective software tools.  
The results of the study can be applied in research using methods of mathematical simulation of complicated 
technical and socially economic objects with interval uncertainty in the initial data caused by failures in the 
operation of measuring devices, errors in the activities of statistical services and other reasons. 
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ВВЕДЕНИЕ 

При построении регрессионных моделей 
объектов различной природы используются 
как линейные, так и более сложные кон-
струкции. Одной из них, часто применяемой 
при анализе экономических систем, является 
кусочно-линейная модель, называемая также 
производственной функцией Леонтьева,  
или функцией с нулевой эластичностью за-
мены ресурсов. Так, в работе [1] применяет-
ся кусочно-полиномиальная аппроксимация 
для формирования точных оценок качества 
воздуха. В [2] с помощью параметрической 
модели кусочно-линейной регрессии изуча-
ется связь мультиметрического индекса об-
щественного здоровья с сельскохозяйствен-
ной деятельностью в прилегающих водо-
сборных бассейнах. Работа [3] посвящена 
масштабной оптимизации процессов очистки 
фрагментов антител на основе кусочно-
линейного регрессионного моделирования.  
В статье [4] так называемая кусочно-
линейная метарегрессия используется при 
исследовании предвзятости научных публи-
каций посредством искажения имеющихся 
эмпирических данных. В работе [5] описыва-
ется применение функций Леонтьева и Коб-
ба – Дугласа при анализе свойств двумерной 
задачи факторного назначения технологии  
с учетом технологического меню, понимае-
мого как выбор фирмой-производителем 
степени приращения некоторого конкретно-
го фактора или качества товара, востребо-
ванного потребителем. В [6] рассматривается 
кусочно-вогнутая функция полезности Леон-
тьева, состоящая из набора сегментов леон-
тьевского типа с убывающей отдачей  
и верхним пределом полезности на каждом 
сегменте, изучается сложность вычисления 
равновесий по Фишеру при задействовании 
модели биржевого рынка. Наконец, в статье 
[7] с помощью производственной функции 
Леонтьева исследуется пропускная способ-
ность аэропортов. При этом результаты рас-
четов показывают, что ее применение позво-

ляет достаточно точно прогнозировать зато-
ры, доступность инфраструктуры, выявлять 
факторы, блокирующие движение на земле, 
и определять время занятости взлетно-
посадочной полосы. 

 
МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 

Наиболее часто при регрессионном моде-
лировании сложных систем применяется ли-
нейная модель (уравнение) вида: 
 

1
, 1, ,

m

k i ki k
i

y a x k n


      (1) 

 

где y – зависимая переменная; 
xi – i-ая независимая переменная; 
ai – i-ый оцениваемый параметр; 

k  – ошибки аппроксимации; 

k – номер наблюдения; 
n – число наблюдений (длина выборки). 

Представим уравнение (1) в векторной 
форме: 
 

,y Xa     (2) 
 

где 1( , ..., ) ,T

ny y y  1( , ..., ) ,T

ma a a  

1( , ..., ) ,T

n    ( )X n m   – матрица  

с компонентами xki. 
Пару (Х, у) будем, в соответствии  

с принятой терминологией [8, 9], называть 
выборкой данных.  

Несколько менее популярной является  
кусочно-линейная модель вида: 
 

1 1 2 2min{ , , ..., } .k k k m km ky x x x       (3) 
 

Ее характерной особенностью является то, 
что производство продукции системой (пере-
менная у) ограничено объемом лимитирую-
щего ресурса, при этом любое наращивание 
объемов остальных ресурсов не приводит  
к росту производства. 

В работе [10] исследована задача точной 

идентификации параметров , 1,i i m   урав-

нения (3) с использованием метода наимень-
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ших модулей (далее – МНМ), состоящего  
в решении задачи: 
 

1
( ) | | min.

n

k
k

J  


     (4) 

 

Введем в рассмотрение так называемые 
расчетные (т. е. вычисленные по модели (3)) 
значения выходной переменной Zk: 
 

1 1 2 2min{ , , ..., }, 1, ,k k k m kmZ x x x k n      (5) 
 

после чего регрессия (3) представима в виде: 
 

, 1, ,k k ky z k n     (6) 
 

или в векторной форме: 
 

,y z    
 

где 1( , ..., ) .T

nz z z   

Следуя стандартному приему раскрытия 
модулей в выражении (4) [11], введем в рас-

смотрение переменные 
ku  и 

kv  по правилу: 
 

, ,
, .

0, в пр. случае 0, в пр. случае

k k k k k k k k

k k

y z y z z y z y
u v

    
  
 

 

 

Нетрудно видеть, что имеют место тождества: 
 

, 1, .k k k kz u v y k n     (7) 
 

Из (5) следует справедливость неравенств: 
 

, 1, , 1, ,k i kiz x k n i m    (8) 
 

причем для каждого k по крайней мере одно 
из них должно обращаться в равенство.  
Для достижения этого требования введем mn 

булевых переменных ,ki  1, ,k n  1,i m   

и сформируем ограничения: 
 

(1 ) , 1, , 1, ,i ki k kix z M k n i m       (9) 
 

1
1, 1, ,

m

ki
i

k n

    (10) 

 

где M – заранее выбранное большое положи-
тельное число. 

Естественно ввести ограничения неотри-
цательности переменных: 
 

0, 0, 1, .k ku v k n    (11) 

Из задания переменных 
ku  и 

kv  следуют 

равенства: 
 

| | , 0,k k k k ku v u v     
 

что позволяет представить функцию (4) в виде: 
 

1
( ) ( ) min.

n

k k
k

J u v


     (12) 

 

Таким образом, задача (4) поиска значе-

ний неизвестных параметров , 1,i i m    

кусочно-линейной регрессии (3) с помощью 

МНМ сводится к задаче линейно-булевого 

программирования (далее – ЛБП) – (7)–(12)  

с 3mn n m   переменными (из которых  

mn  – булевы) и 2( )mn n  ограничениями. 

Пусть теперь часть выборки – вектор у – 

задана не точно, а с интервальной неопреде-

ленностью, а именно: известен интерваль-

ный вектор [y–, y+], которому принадлежит у. 

При этом любые соображения, в том числе 

вероятностные, уточняющие расположение yki 

на отрезке [ , ]ki kiy y  , отсутствуют. Вектора  

y–, y+ считаются, таким образом, заданными. 

Причин проявления интервальной неопреде-

ленности в данных может быть несколько 

(см., например, [12]), основными из них яв-

ляются погрешность технической измери-

тельной аппаратуры и сбои в работе стати-

стических служб. 

Таким образом, по отношению к вычис-

лению неизвестных оценок параметров ку-

сочно-линейной модели (3) задача может 

быть сформулирована следующим образом: 

как адаптировать сведение задачи оптимиза-

ции (4) к задаче ЛБП (7)–(12) для случая  

с выборкой данных ( , [ , ])X y y  ? 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ 

Для решения поставленной задачи 

воспользуемся приемом, примененным  

в работе [13] для оценивания неизвестных 

параметров линейной модели (1) по выборке 

( , [ , ])X y y   в которой данные для зависимой 

переменной у имеют интервальный характер. 

В соответствии с этим приемом сначала 

решается задача линейного программирования 

(далее – ЛП): 
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( ) ,X u y      (13) 
 

( ) ,X v y      (14) 
 

0, 0, 0, 0,u v       (15) 
 

1
( ) min,

n

k k
k

u v

    (16) 

 

после чего вектор параметров   рассчиты-
вается по формуле: 
 

,     (17) 
 

где   – положительная часть вектора  ,  

  – его отрицательная часть. 

Если после решения задачи ЛП (13)–(16) 

окажется, что 0,u v   в [13] предлагается 

максимизировать разрешающую способ-
ность ограничений (13), (14) посредством 
решения задачи ЛП: 
 

( ) ,X u y      (18) 
 

( ) ,X v y      (19) 
 

0, 0, 0, 0,u v       (20) 
 

1
( ) min,

n

k k
k

u v

    (21) 

 

также с последующим использованием фор-
мулы (17). 

Займемся теперь анонсируемой выше 
адаптацией сведения задачи оптимизации (4) 
к задаче ЛБП (7)–(12) для случая с выборкой 

данных ( , [ , ])X y y  . 

Равенства (6) преобразуются в две систе-
мы неравенств, аналогичных (13), (14): 
 

,z u y   (22) 
  

.z v y   (23) 
 

После этого оценки параметров модели (3) 
рассчитываются посредством решения за-
дачи ЛБП (22), (23), (8)–(12). Если же,  

как и при решении задачи (13)–(16), окажет-

ся, что 0,u v   следует произвести замену 

ограничений (22), (23) на следующие: 
 

,z u y   (24) 
 

z v y   (25) 
 

и решать задачу ЛП (8)–(12), (24), (25), (21). 

Отметим, что необходимость решения за-

дачи линейно-булевого программирования 

при оценивании параметров кусочно-линей-

ной модели (3) как для точечной (Х, у),  

так и для интервальной ( , [ , ])X y y   выборки 

не должно вызывать вычислительных труд-

ностей из-за значительного существующего 

арсенала соответствующих эффективных 

программных средств (например, размещен-

ной в Интернете в свободном доступе про-

граммы LPsolve, использование которой поз-

воляет решать эту задачу за вполне приемле-

мое время для размерностей, соответствую-

щих реальным объектам моделирования). 

 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В работе рассмотрена задача оценивания 

параметров кусочно-линейной регрессии по 

данным с интервальной неопределенностью 

для зависимой переменной. Показано, что эта 

задача сводится к задаче частично-булевого 

программирования. Ее решение не должно 

вызывать затруднений ввиду существующего 

значительного арсенала соответствующих 

эффективных программных средств (напри-

мер, размещенной в Интернете в свободном 

доступе программы LPsolve и некоторых дру-

гих разработок [14–16]).  

Результаты работы могут быть полезны при 

исследовании с помощью методов математи-

ческого моделирования сложных технических 

и социально-экономических объектов с интер-

вальной неопределенностью в исходных дан-

ных, вызванной сбоями в работе измеритель-

ных устройств, ошибками в деятельности ста-

тистических служб и другими причинами. 
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