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Аннотация. Описана работа программного комплекса для решения задачи поиска пар простых 
чисел, равноудаленных от некоторого произвольного числа. Получены результаты работы с выделен-

ными числами 231 и 232 на пределе возможностей серийных персональных компьютеров. Разработаны  
и описаны два разных алгоритма решения данной задачи с использованием языка программирования 

Python. Совпадение результатов, полученных двумя независимыми алгоритмами, можно трактовать  
как верификацию результатов решения задачи, визуальная идентификация которых затруднена из-за 

больших значений числовых величин. Полученные пары простых чисел можно использовать в качестве 
оснований модулярной арифметики, предназначенной для работы с большими числами, в которой 

устранен бивалентный эффект. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Для записи машинных кодов в компьютер-

ных системах в настоящее время широко ис-

пользуется позиционная двоичная система 

счисления. Позиционная система счисления 

опирается на способ векторной записи число-

вой величины, в котором компоненты вектора 

(цифры) имеют различные веса, зависящие  

от ее положения в векторной записи. Зависи-

мость веса цифр от их положения требует 

учета переносов из одних разрядов в сосед-

ние. Это замедляет выполнение компьютер-

ных операций и усложняет арифметико-

логическое устройство вычислителя [1–2]. 

На современном этапе развития вычисли-

тельных систем особый интерес стали пред-

ставлять компьютерные форматы для чисел, 

представленных в непозиционных системах 

счисления с параллельной структурой, кото-

рые позволяют сводить вычисления в основ-

ном к параллельным кольцевым операциям. 

Такой параллелизм позволяет делать моду-

лярная система счисления (система остаточ-

ных классов). 

Модулярная система счисления является 

непозиционной системой счисления, элемен-

ты которой описал китайский математик 

Сунь Цзы предположительно в III веке н. э. 

следующей формулировке: 

- существует группа натуральных чисел m1,
m2, … , mn, называемых модулями (основани-

ями), и наибольший общий делитель каждой 

наугад выбранной пары чисел равен 1; 

- существует группа натуральных чисел 

r1, r2, … , rn , называемых остатками (вычета-

ми), для которых соблюдается следующее 

неравенство 0 ≤ ri < mi, где i ∈ {1, 2, 3…n}; 
- натуральное число N можно предста-

вить в виде группы чисел r, в которой ri ≡ 
≡ N(mod mi); 

- если найдутся два натуральных числа N1 

и N2, у которых для каждого r будет выпол-

няться равенство ri (N1) = ri (N2), то |N1|M = 
= |N2|M, где Mn = m1 ∙ m2 ∙ … ∙ mn. 

Числовое значение натурального числа N 

в модулярной системе счисления представ-

лено в виде вектора, компонентами которого 

являются остатки (вычеты) от деления нату-

рального числа N на выбранные модули (ос-

нования) системы. Оно имеет следующий 

вид [3–5]: 
 

N = (r1, r2, … , rn). 
 

Разряды числовых величин при вычисле-

ниях в модулярной системе счисления меня-

ются независимо друг от друга, что позволяет 

распараллелить и ускорить процесс вычисле-

ния, а также устранить эффект размножения 

ошибок. Оставаясь в рамках позиционной 

системы счисления, значительного ускоре-

ния выполнения операций добиться практи-

чески невозможно [6–7]. 

При отображении в цифровых регистрах 

компонента вектора модулярного представ-

ления числовой величины возникает бива-

лентный эффект, заключающийся в том, что 

не все возможные двоичные комбинации  

в цифровом двоичном регистре используются 

для отображения этих компонент. Доказано, 

что для уменьшения бивалентного эффекта 

при использовании форматов модулярной 

арифметики в качестве оснований должны 

быть взяты пары простых чисел, равноуда-

ленные от некоторого серединного основания 

(например, 231 или 232). Выбор этих значений 

для серединных оснований удобен при эму-

ляции модулярной арифметики на 32-разряд-

ных серийных компьютерах [8].  

Для поиска таких чисел было разработано 

два разных алгоритма на языке программи-

рования Python, выбранном по причине 

наличия библиотек, сильно упрощающих 

написание кода для научных вычислений 

(SciPy, NumPy), а также из-за возможности 

легкого создания графической визуализации 

результатов расчета (с помощью библиотеки 

Matplotlib).  

Поиск простых чисел такой величины  

является сложной задачей почти на пределе 

возможностей серийных персональных ком-

пьютеров. Итерационный процесс в алго-

ритмах содержит много шагов. Для повыше-

ния скорости работы алгоритмов использу-

ются ресурсы библиотеки Numba со встро-

енным в нее компилятором LLVM, которые 

ускоряют выполнение кода на алгоритмиче-

ском языке Python [9]. 



 

Вестник кибернетики. 2022. № 3 (47) 

Proceedings in Cybernetics. 2022. No. 3 (47) 

 

 

© Инютин С. А., Иванов В. О., 2022 

116 

Алгоритмы дают одинаковый результат, 

что доказывает их взаимную правильность 

при решении поставленной задачи.  

 
МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 

Для поиска пар простых чисел, равно-

удаленных от 231 и 232 было разработано два 

различных алгоритма, запрограммированных 

на алгоритмическом языке Python. Каждый 

блок программного кода в обоих алгоритмах 

сопровожден комментарием, и в отладочном 

режиме для него выполняется трассировка 

алгоритма, а также выводятся результаты 

выполнения.  

Скрипт первого алгоритма размещен на 

проекте GitHub [10]. 

Алгоритм содержит следующие этапы: 

1. Подключаются две библиотеки (NumPy 

и Time):  

- библиотека NumPy включает в себя 

функции для обработки массивов, что позво-

лило сильно упростить процесс разработки 

алгоритма; 

- библиотека Time позволила подсчитать 

время выполнения алгоритма. 

2. Предлагается введение серединного 

числа (используется функция input), для 

которого необходимо найти пары равноуда-

ленных простых чисел. 

3. В алгоритме для проверки на простоту 

используется решето Эратосфена с делителя-

ми до целой части арифметического квадрат-

ного корня из удвоенного серединного числа. 

Для иллюстрации работы алгоритма введем 

серединное число 25 и рассмотрим его 

выполнение ([√50] = 7). Проверке подлежат 

пары чисел: 24, 26; 23, 27 и т. д.  

Если одно число из пары делится на число 

из множества [2, 3, 4, 5, 6, 7] без остатка,  

то цикл переходит к проверке следующей 

пары равноудаленных чисел. 

Результат выполнения кода для значения 

25 показан на рис. 1. 

В начале трассировки были отброшены 

пары чисел 24 и 26, 23 и 27, 22 и 28, 21 и 29, 

20 и 30. Далее началась проверка пар чисел 

19 и 31, последовательным нахождением 

остатка от деления каждого из чисел пары на 

2, 3, 4, 5, 6 и 7. Каждый раз при делении 

остаток был больше 0, из-за чего программа  

в итоге выдала сообщение «Все возможные 

делители закончились, следовательно, 19 и 31 – 

простые числа!». Далее, таким же образом 

были найдены пары простых чисел 13 и 27. 

Имеется особенность в случае проверки на 

простоту пар чисел, где одно число меньше 

или равно самому большому элементу во 

множестве делителей (в примере число равно 

[√50] = 7), например, пара чисел 7 и 43.  

По алгоритму число 43 проверяется на 

простоту делением на 2, 3, 4, 5, 6, 7. Первое 

число этой пары (7) таким образом проверить 

не можем, стандартная проверка показала бы, 

что число не является простым и пара простых 

чисел 7 и 43 не была бы зарегистрирована  

(т. к. 7 % 7 = 0). Поэтому был настроен 

фильтр, что числа, меньшие или равные 

самому большому числу во множестве 

проверочных делителей, проверяются на 

простоту делением только до числа меньшего 

проверяемого на единицу.  

Фильтр также проверяет, равно ли меньшее 

число из пары делителю из массива. Если число 

не равно делителю, и если остаток при делении 

на него не равен нулю, то проверяется большее 

число из пары делением на это же число.  

В примере проверяем, что 7 не равно 2,  

и что остаток от деления 7 на 2 не равен 0,  

а затем проверяем, не равен ли нулю остаток 

от деления 43 на 2 (рис. 2).  

В конце трассировки появляются строки: 

«7 <= 7 и 43 % 7 ! = 0 поэтому проводим 

проверку этой пары дальше все возможные 

делители закончились, следовательно, 7 и 43 – 

простые числа! 3 найденная пара». 

7 <= 7, поэтому деление 7 на 7 для проверки 

не выполняется, выполняется только проверка 

43 % 7. 

Аналогичная продедура выполняется для 

пары чисел 3 и 47, также являющихся 

простыми и равноудаленными от 25.  

Дополненный вариант первого алгоритма 

для работы с большими числами представлен 

в [11]. 

В работе этого алгоритма подключается 

библиотека Numba, которая позволяет уско-

рить выполнение алгоритма благодаря встро-

енному компилятору LLVM. Его исполь-

зование способствует сокращению времени 

вычислений примерно в 40–50 раз.  
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Рис. 1. Результат выполнения первого алгоритма для введенного числа 25 

Примечание: составлено авторами. 

 
 

Рис. 2. Результат выполнения первого алгоритма для проверки чисел 7 и 43 

Примечание: составлено авторами. 

 

Также в этом алгоритме добавлено значение 

«шага подсчета», благодаря которому можно 

узнать сколько пар простых чисел, 

равноудаленных от введенного числа, 



 

Вестник кибернетики. 2022. № 3 (47) 

Proceedings in Cybernetics. 2022. No. 3 (47) 

 

 

© Инютин С. А., Иванов В. О., 2022 

118 

находится на заданном от него расстоянии. 

Для нашего примера с числом 25, введем  

в качестве шага подсчета значение «5». 

Увидим результат, представленный на рис. 3. 

Графическое избражение результатов 

выполения алгоритма поиска пар простыx 

чисел представлено на рис. 4. 

 

 
 

Рис. 3. Результат выполнения первого алгоритма для работы с большими числами 

Примечание: составлено авторами. 

 

 
 

Рис. 4. Графическое изображение результатов  

выполнения алгоритма поиска пар простых чисел, равноудаленных от 25, с шагом подсчета 5 

Примечание: составлено авторами. 
 
На рис. 4 в первом столбце показаны пары 

чисел, равноудаленные от 25. Красным 
выделены те пары чисел, которые являются 
составными, зеленым – пары чисел, 

являющиеся простыми. Весь ряд чисел 
разделен на 5 блоков (по параметру «шаг 
подсчета», в каждом из блоков находится  
5 пар чисел (т. к. 25/5 = 5). В последнем блоке 
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последние две пары (1, 49) и (0, 50) полностью 
выделены красным, т. к. проверка этих пар 
чисел на простоту не осуществляется. 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ 

Протестируем этот алгоритм для числа  

231 = 2147483648. Выберем шаг подсчета  

108 = 100000000. Для вычислений использо-

вался компьютер, имеющий двухъядерный 

процессор и оперативную память 4 ГБ. Запу-

стим алгоритм без вывода на экран самих 

простых чисел, а только итоговый результат 

(рис. 5). 

 

 
 

Рис. 5. Графическое изображение результата  

выполнения первого алгоритма для числа 2147483648 (231) с шагом подсчета 108 

Примечание: составлено авторами. 
 

В результате получено количество пар 

простых чисел, равноудаленных от 231. Вы-

числение удалось выполнить за 6196 секунд 

(около 103 минут).  
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Для проверки правильности результатов 

разработан второй алгоритм выполнения за-

дачи, использующий принципиально другой 

способ вычислений. Попробуем оптимизи-

ровать его таким образом, чтобы вычисление 

происходило значительно быстрее. 

Скрипт второго алгоритма представлен  

в [12]. 

Программа второго алгоритма содержит 

13 блоков. Выполним его для числа 25  

с шагом подсчета 5. Получим результат, 

представленный на рис. 6. 

 

 
 

Рис. 6. Графическое изображение результата выполнения  

второго алгоритма для числа 25 с шагом подсчета 5 

Примечание: составлено авторами. 

 

В начале его работы подключаются 

библиотеки Numba, Numpy, Time, Math, Psutil 

и модуль pyplot из библиотеки Matplotlib. 

Описание трех библиотек (Numba, Numpy 

и Time) дано ранее, дадим описание других: 

- Math содержит много математических 

функций, которые позволили упростить 

процесс разработки алгоритма [13]; 

- Psutil позволяет оперативно получать 

информацию о системных параметрах ком-

пьютера [14]; 

- Matplotlib позволяет визуализировать 

полученные данные с помощью графиков,  

а ее модуль pyplot содержит ряд функций  

в стиле команд MATLAB [15].  

Далее, в переменную mem вносится ин-

формация о системных параметрах компьюте-

ра (с помощью функции virtual_memory биб-

лиотеки psutil), которая выводится на экран: 

- первый элемент «total» показывает 

общую доступную физическую память в бай-

тах (в примере доступно 4207841280 байт 

(4,21 ГБ)); 

- второй элемент «available» показывает 

общее количество физической памяти, кото-

рое может быть отдано процессу без свопин-
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га (в нашем случае доступно 497000448 байт, 

0,5 ГБ); 

- третий элемент «percent» вычисляет об-

щее количество незанятой оперативной па-

мяти в процентах (в примере 88,2 %); 

- четвертый параметр «used» равен разно-

сти объемов памяти: 
 

4207841280 – 497000448 = 3710840832. 
 

Первый блок программы называется 

«Основные переменные». В нем с помощью 

функции input вводится серединное число, 

относительно которого нужно найти пары 

равноудаленных от него простых чисел,  

а также «шаг подсчета».  

Как и в первом алгоритме, в качестве 

примера введем число 25 и «шаг подсчета» 5.  

Как показала практика, результат с боль-

шей вероятностью будет вычислен, если вве-

денное число примерно вдвое меньше до-

ступной физической памяти в байтах, об 

этом говорит текст «Результат будет полу-

чен». В нашем случае общий объем доступ-

ной памяти равен 4207841280 байт, следова-

тельно, максимальное число, для которого  

с большей вероятностью можно получить  

результат вычисления, равно 2103920640,  

что чуть меньше 231. Также практическим 

путем было обнаружено, что если число не-

много превышает деленный на два объем 

физической памяти, то результат все равно 

будет вычислен. В случае, если введенное 

число значительно превышает объем физи-

ческой памяти, деленный на два, то с боль-

шей вероятностью возникнет ошибка «Out 

of memory».  

В блоке «Генератор простых чисел» ис-

пользуется генератор простых чисел, опуб-

ликованный автором Robert William Hanks на 

портале Stackoverflow [16]. Автор утвержда-

ет, что данный генератор «Faster & more 

memory-wise pure Python code» («Наиболее 

быстрый и ресурсоемкий генератор простых 

чисел, разработанный на чистом Python»). 

Алгоритм генерирует простые числа, начи-

ная с числа 3. 

Третий этап алгоритма – преобразование 

полученного массива простых чисел в мас-

сив формата numpy, это необходимо для 

дальнейшей работы с ним с применением 

библиотеки numpy.  

На четвертом этапе к массиву формата 

numpy добавляется число 2. Массив numpy  

с простыми числами выводится на экран. 

Пятый этап алгоритма содержит вычисле-

ние вычетов для каждого простого числа  

(из каждого сгенерированного простого чис-

ла находится величина модуля разности  

с серединным числом 25). То есть, вычисляют-

ся значения |2 – 25|, |3 – 25|, |5 – 25| … |43 – 25|, 

|47 – 25|.  

На шестом этапе алгоритма вычисляется 

каждый последний элемент шага и общее 

количество шагов.  

На следующих четырех этапах (7–10)  

массивы вычетов (соответствующих про-

стым числам меньшим, чем введенное число 

и большим, чем введенное число) делятся  

в соответствии с шагами. 

На 11-м этапе алгоритма записывается ито-

говый массив, который равен [0. 1. 1. 1. 1.]. 

Результат совпадает с тем результатом, 

который получен с помощью первого алго-

ритма.  

На 12-м этапе полученный результат 

записывается в файл формата txt, затем 

результат отображается на графике (13-й этап). 
Теперь для второго алгоритма введем се-

рединное число 231 = 2147483648, с шагом 
108 = 100000000. Получим результат, пред-
ставленный на рис. 7. Программа была  
запущена без вывода на экран пошаговых 
результатов. 

Полученный результат совпадает с ре-
зультатом работы первого алгоритма. 

Графическое изображение, которое выво-
дится на экран после выполнения алгоритма, 
представлено на рис. 8. 

Изображение окна текстового файла с па-
рами чисел, равноудаленных от введенного 
числа (в данном случае 231), которое соз-
дается в той же папке, где находится сам за-
пускаемый алгоритм, представлено на рис. 9. 
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Рис. 7. Графическое изображение результата выполнения второго алгоритма для числа 231 с шагом подсчета 108 

Примечание: составлено авторами. 
 

 
 

Рис. 8. График количества пар простых чисел, равноудаленных от 231.  
По оси Y – количество пар чисел, по оси X – значение шага подсчета 

Примечание: составлено авторами на основании данных, полученных в исследовании. 
 

 
 

Рис. 9. Графическое изображение результатов  
выполнения алгоритма поиска пар простых чисел, равноудаленных от 231 

Примечание: составлено авторами на основании данных, полученных в исследовании. 
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Выполним второй алгоритм для середин-

ного числа 232 = 4294967296 с шагом 108 = 

= 100000000 на компьютере с оперативной 

памятью 16 ГБ (рис. 10). 

Графическое изображение, которое выво-

дится на экран после выполнения алгоритма, 

представлено на рис. 11. 

 

 
 

Рис. 10. Графическое изображение результата выполнения второго алгоритма для числа 232 с шагом подсчета 108 

Примечание: составлено авторами. 

 



 

Вестник кибернетики. 2022. № 3 (47) 

Proceedings in Cybernetics. 2022. No. 3 (47) 

 

 

© Инютин С. А., Иванов В. О., 2022 

124 

 
 

Рис. 11. График количества пар простых чисел, равноудаленных от 232.  

По оси Y – количество пар чисел, по оси X – значение шага подсчета 

Примечание: составлено авторами на основании данных, полученных в исследовании. 

 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
При выборе серединного числа 231 полу-

чено 6341424 пар простых чисел. Файл,  

содержащий их, имеет объем 755,7 МБ.  

При выборе серединного числа 232 получено 

11891654 пар простых чисел. Файл, содер-

жащий их, имеет объем 1,39 ГБ. Полученные 

пары простых чисел можно использовать  

в качестве оснований модулярной арифмети-

ки, предназначенной для работы с большими 

числами и в которой устранен бивалентный 

эффект. Результаты работы двух различных 

алгоритмов полностью совпадают. Совпаде-

ние результатов работы свидетельствует  

о верификации программных реализаций ал-

горитмов. Сравнительный анализ алгорит-

мов свидетельствует, что первый алгоритм 

работает медленнее второго, с его использо-

ванием поиск пар простых чисел для задан-

ного числа 231 выполнен за 6196 секунд,  

а с использованием второго алгоритма ана-

логичный поиск выполнен за 51 секунду. 

Поиск пар простых чисел, равноудаленный 

от серединного числа 232, вторым алгорит-

мом был выполнен за 112 секунд. 
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