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Аннотация. Объектом исследования являются аналитические и топологические методы рас-

чета систем автоматического управления. Целью работы является построение практико-ориентирован-
ного способа применения метода пространства состояний раздела неметрической математики для ис-
следования систем типа «один вход – один выход». Исследована обобщенная система n-го порядка  
в виде «вход – выход», разработана структурная схема ее моделирования согласно методу простран-
ства состояний, апробированная на примере системы второго порядка с проверкой методом контроль-
ного моделирования. Исследуемая система n-го порядка преобразована к виду «вход – внутреннее со-
стояние – выход», разработана структурная схема ее моделирования по методу пространства состояний 
в различных системах визуальной симуляции, апробированная на примере системы третьего порядка 
с проверкой методом контрольного моделирования. Критерием правильности является тождествен-
ность графиков выходных сигналов исследуемой системы, полученных методом пространства состоя-
ний, методом структурного моделирования и заданием передаточной функции. Разработанный уни-
версальный математический инструментарий позволяет проводить исследование систем типа «один 
вход – один выход» любой степени сложности.  
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Abstract. The object of the study is analytical and topological methods for automatic control systems 

engineering. The aim of the study is to build a practice-oriented approach for applying the state space method, 
which is part of nonmetric mathematics, to analyze the single input single output systems. A generalized nth-
order input output system is investigated. A structural scheme for such system modeling is developed accord-
ing to the state space method. The scheme was tested on the example of the second order system using verifi-
cation of the control modeling method. The nth-order system is transformed into “input ‒ internal state ‒ output” 
type. The structural scheme of its modeling is developed according to the state space method in various visual 
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simulation systems and tested on the example of the third order system using verification of the control mod-
eling method. The criterion of correctness is equality of graphs of output signals of the system analyzed, which 
were obtained by the state space method, the structural modeling method and the assignment of the transfer 
function. The developed universal mathematical tools make it possible to study single input single output sys-
tems of any complexity.  

Keywords: state space, state variables, SISO system, structural analysis, modeling  
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ВВЕДЕНИЕ 
Исследование систем автоматического 

управления во временном домене [1] с помо-

щью пространства состояний очень удобна по 

нескольким причинам. С одной стороны, по 

методическим соображениям, система харак-

теризуется с помощью понятия «состояние 

системы», которому соответствует точка 

в определенном евклидовом пространстве, 

а поведение системы во временной области – 

это траектория этой точки [2]. С другой сто-

роны, матрично-векторное описание системы 

компактно и наглядно, что позволяет рабо-

тать с линейными и нелинейными системами 

с помощью одного и того же математического 

инструментария. 

 
МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 

Обобщенная система автоматического 

управления (САУ) типа SISO (single input sin-

gle output) может быть представлена как «чер-

ный ящик» (рис. 1). Связь между входным 

и выходным сигналами этой системы в виде 

«вход – выход» описывается дифференциаль-

ным уравнением, у которого в левой части 

размещается сумма всех производных выход-

ного сигнала хвых(t), а в правой части – сумма 

всех производных входного сигнала хвх (t) [3, 4]: 
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Здесь an, an-1, … , a1, a0, bm, bm-1, … , b1, b0 – 

параметры, определяющие динамические 

свойства системы (параметры САУ). В том 

случае, когда параметры являются констан-

тами, САУ является линейной. Если хотя бы 

один параметр является нелинейным (напри-

мер, изменяется во времени по релейному за-

кону), САУ является нелинейной. Поэтому 

решение классической задачи теории автома-

тического управления – нахождение хвых (t) 

при задании хвх (t) путем решения дифферен-

циального уравнения представляется затруд-

нительным. 

 

хвых(t)хвх(t)

САУ с параметрами

ai и  bj 

(i=0,…, n и 

j=0,…, m)
 

 

Рис. 1. Структурная схема обобщенной системы автоматического управления   
Примечание: составлено авторами. 

 
Универсальным математическим приемом, 

позволяющим решать указанную задачу, явля-
ется метод пространства состояний [5]. Мате-
матическое уравнение системы можно пред-
ставить в виде функциональной схемы, состоя-
щей из элементарных динамических звеньев – 
идеальных интеграторов и сумматоров. 

Введем обозначения, являющиеся традицион-

ными для метода пространства состояний: 
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С учетом принятых обозначений, диффе-

ренциальное уравнение (1) преобразуется 

к виду: 
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Здесь g0 и y0 – входной и выходной сигнал 

обобщенной САУ. Соответственно методу 

пространства состояний: 
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После выделения общих для обоих уравне-

ний компонентов: 
 

1 1

1 2
1 1

,
m n

i i i i
i i

b g a y
 

 

      

 

(5) 

 

получается: 
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Соответствующая структура представлена 

на рис. 2. 
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Рис. 2. Структурная модель пространства состояний вида «вход – выход»  

для системы автоматического управления n-го порядка  

Примечание: составлено авторами на основании данных, полученных в исследовании. 

 

Данная методика легко применима к систе-

мам любого порядка, но с m = 0. Численный 

пример рассмотрен для системы второго  

порядка, описываемой дифференциальным 

уравнением: 
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И, соответственно, передаточной функцией: 
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Правильность расчета проверяется мето-

дом контрольного моделирования [6]. На два 

входа плоттера подается два способа модели-

рования системы (рис. 3): структурная модель 

пространства состояний и передаточная 

функция. Графики совпадают, что подтвер-

ждает правильность схемы структурного мо-

делирования. Поскольку в программе визу-

ального моделирования VisSim блок «Пере-

даточная функция» относится к группе «Ли-

нейные системы», параметры в данном при-

мере представляют собой числовые значения. 

Этого достаточно для проверки правильности 

предлагаемой структуры. В дальнейшем па-

раметры ai можно задать в виде формул 

и применять предлагаемую структуру для ис-

следования нелинейных систем. 
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Рис. 3. Пример структурной модели системы второго порядка с m = 0  

Примечание: составлено авторами на основании данных, полученных в исследовании. 

 

Более универсальным является метод ком-

бинирования производных [7], когда иссле-

дуется система «вход – внутреннее состояние – 

выход». Прежде всего, выполним приведение 

дифференциального уравнения (1) к виду, 

чтобы коэффициент при старшей производ-

ной выходного сигнала был равен 1, входной 

сигнал приведенной системы – это управляю-

щее воздействие u (t), выходной сигнал – y (t): 
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где 
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j
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b
b a  – параметры обобщен-

ной системы n-го порядка, приведенной 

к стандартному виду. Здесь i = 1, … n, j = 0, 

… m, причем m < n. 

В операторной форме уравнение (7) при-

нимает вид: 
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или: 
 

       K p Y p L p U p , (8) 

 

где p – комплексная переменная, используе-

мая в преобразовании Лапласа, X (p) м Y (p) – 

изображения входного хвх (t) и выходного хвых (t) 

сигналов системы (рис. 1): 
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Выражение (8) можно записать в виде ра-

венства дробей: 
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Введем переменную внутреннего состоя-

ния системы x (t) (рис. 4) – такую, что ее изоб-

ражение X (p) определяется как: 
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Рис. 4. Структура «вход – состояние – выход» для обобщенной системы автоматического управления  

Примечание: составлено авторами на основании данных, полученных в исследовании. 
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Тогда для управляющего воздействия по-

лучается изображение: 
 

     U p K p X p   

 

и, соответственно, оригинал: 
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А для выходного сигнала системы полу-

чается изображение: 
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и, соответственно, оригинал: 
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Уравнения (11) и (12) являются основой 

для построения структурной модели приве-

денной обобщенной системы (рис. 5). 

После ввода обычных для метода простран-

ства состояний обозначений: 
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получается система уравнений для производ-

ных первого порядка: 
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Рис. 5. Структурная модель обобщенной системы автоматического управления n-го порядка  

в форме «вход – внутреннее состояние – выход»  

Примечание: составлено авторами на основании данных, полученных в исследовании. 

 

В матричной форме она запишется в виде: 
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(13) 

 

Таким образом, получена стандартная 

форма записи уравнения динамики обобщен-

ной приведенной САУ n-го порядка в про-

странстве состояний [7] для нулевых началь-

ных условий: 
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Здесь 
 состdX t

dt
 – n-мерная матрица – 

столбец первых производных переменных 
состояний: 
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 состX t – n-мерная матрица – столбец пе-

ременных состояний: 
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A (t), B (t), C (t), D (t) – это матрицы про-
странства состояний обобщенной системы, 
параметры которой в общем случае зависят от 
времени: 
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(15) 

 

A (t) – квадратная матрица n-го порядка, 
которая показывает порядок системы, пара-
метры входящих в нее элементов и их взаим-
ные связи. Для ее составления необходимо 
в n-й строке поставить параметры из левой 
части приведенного дифференциального 
уравнения. Заполнение всех остальных строк 
неизменно. 

B (t) – матрица – столбец n-го порядка, ко-
торая показывает связь управляющего воз-
действия с переменными состояниями. По-
следняя строка этой матрицы равна 1, осталь-
ные – нулю.  

C (t) – матрица – строка n-го порядка, фор-

мирующая выходные переменные из пере-

менных состояний. Она состоит из коэффици-

ентов правой части приведенного дифферен-

циального уравнения (m параметров), допол-

ненных нулями до размера матрицы n. 

D (t) – матрица обхода системы, представ-

ляющая собой нулевую матрицу размера 1 × 1. 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ 

В качестве численного эксперимента про-

ведено исследование линейной системы тре-

тьего порядка (n = 3, m = 1), описываемой 

уравнением: 
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и, соответственно, передаточной функцией: 
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Приведенное уравнение этой системы: 
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Матрицы для пространства состояний: 
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Результаты проверочного моделирования, 

проведенного по методике [3], и соответствую-

щий .m-файл приведены на рис. 6–11 в про-

граммах VisSim, MatLab/Simulink и SimInTech. 

Правильность расчетов подтверждается сов-

падением графиков переходных процессов, 

полученных при задании системы тремя спо-

собами: 

1) через пространство состояний; 

2) через передаточную функцию; 

3) путем структурного моделирования. 
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Рис. 6. Пример структурной модели системы третьего порядка с m = 1 в VisSim  

Примечание: составлено авторами на основании данных, полученных в исследовании. 

 

 
 

Рис. 7. Задание матриц пространства состояний в .m-файле  

Примечание: составлено авторами на основании данных, полученных в исследовании. 

 

 
 

Рис. 8. Структурное моделирование рассматриваемой системы в Matlab/Simulink  

Примечание: составлено авторами на основании данных, полученных в исследовании. 
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Рис. 9. Переходный процесс, полученный в результате структурного моделирования  

рассматриваемой системы в Matlab/Simulink  

Примечание: составлено авторами на основании данных, полученных в исследовании. 

 

 
 

Рис. 10. Скрипт Matlab и результат расчетов для рассматриваемого примера 

Примечание: составлено авторами на основании данных, полученных в исследовании. 
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Рис. 11. Функциональная схема и результаты моделирования  

для численного примера в SimInTech  

Примечание: составлено авторами на основании данных, полученных в исследовании. 

 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Показанная методика составления матриц 

пространства состояний применима для ли-

нейных и нелинейных SISO-систем, по-

скольку в таком виде можно записать уравне-

ния динамики любой степени сложности [8], 

а осуществление преобразований над матри-

цами A(t), B(t), C(t) и D(t) возможно в любом 

доступном пакете симуляции (VisSim, 

Matlab/Simulink, SimInTech и т. п.), что су-

щественно облегчает процесс решения пря-

мой задачи теории автоматического управ-

ления, заключающейся в определении реак-

ции системы с известным математическим 

описанием. 
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