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Аннотация. Простейшая неэлементарная линейная регрессионная модель содержит две объяс-

няющие переменные, преобразованные с помощью бинарной операции минимум или максимум,  

и один из аргументов бинарной операции в таких моделях содержит только угловой коэффициент. 

Проведено исследование неэлементарных линейных регрессий, в которых аргумент бинарной опера-

ции содержит как единичный угловой коэффициент, так и свободный член. На основе алгоритма при-

ближенной оценки методом наименьших квадратов неэлементарных линейных регрессий разработан 

алгоритм оценки неэлементарной линейной регрессии, содержащей в аргументе бинарной операции и 

угловой коэффициент, и свободный член. Предложенные алгоритмы были реализованы на языке про-

граммирования hansl пакета gretl в виде программы, с помощью которой решена задача моделирования 

железнодорожных грузовых перевозок в Тюменской области. Построены традиционная линейная ре-

грессия и три разновидности неэлементарной линейной регрессии: с угловым коэффициентом в аргу-

менте бинарной операции, с единичным угловым коэффициентом и свободным членом, с угловым ко-

эффициентом и свободным членом. Предложенные в работе неэлементарные модели со свободным 

членом в бинарной операции на практике оказались лучше, чем их известный аналог. 

Ключевые слова: неэлементарная линейная регрессия, метод наименьших квадратов, угловой 

коэффициент, свободный член, бинарная операция, интерпретация 
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Abstract. The simple non-elementary linear regression model contains two explanatory variables trans-

formed by a minimum or maximum binary operation. One of the arguments of a binary operation  

in such models contains only the slope. Non-elementary linear regressions, in which the argument of a binary 

operation contains both the unit slope and intercept, are studied. Based on the algorithm of approximate  

estimation by ordinary least squares for non-elementary linear regressions, an algorithm for estimating a non-

elementary linear regression, in which the argument of a binary operation contains the slope and intercept,  
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is developed. The proposed algorithms were implemented as a program that solves the modeling problem for 

railway freight traffic in Tyumen Oblast using hansl, a scripting language from the gretl package. A classical 

linear regression and three options of non-elementary linear regression (with the slope in the argument of a 

binary operation, the unit slope and intercept, and the slope and intercept) were constructed. The proposed 

non-elementary models with the intercept in a binary operation were found to be more efficient than their well-

known alternatives. 

Keywords: non-elementary linear regression, ordinary least squares method, slope, intercept, binary 

operation, interpretation 
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ВВЕДЕНИЕ 

Для проведения регрессионного ана-
лиза [1, 2] разработано значительное количе-
ство различных известных структурных спе-
цификаций регрессионных моделей [3], при-
меняемых при решении прикладных задач 
анализа данных. Одновременно идет поиск 
новых регрессионных зависимостей, более 
совершенных форм связи между перемен-
ными, и актуальным научным направлением 
сегодня является построение интерпретируе-
мых моделей машинного обучения [4, 5]. 

Методы построения нечетких регрессион-
ных моделей активно развиваются, например: 
в [6] представлен новый подход для оценки 
параметров модели нечеткой регрессии; в [7] 
рассмотрена нечеткая регрессия с интерваль-
ными значениями и предложена новая унифи-
цированная методология работы с моделями 
нечеткой регрессии, в [8] представлен нечет-
кий линейный метод наименьших квадратов 
(МНК); в [9] исследуются вопросы оценива-
ния нечетких регрессионных моделей с помо-
щью метода наименьших модулей (МНМ). 

Широкое распространение получили так 
называемые кусочно-линейные регрессион-
ные модели [10], оценка которых осуществля-
ется с помощью МНМ, например, для моде-
лирования объемов перевозок пассажиров 
железнодорожным транспортом [11]. В [12] 
предложена кусочно-линейная авторегресси-
онная модель произвольного порядка для рас-
чета обеспеченности жильем в Иркутской об-
ласти. В [13] исследована кусочно-линейная 
регрессия с интервальной неопределенно-
стью для зависимой переменной. 

В [14] рассмотрены простейшие неэлемен-
тарные линейные регрессии (НЛР), состоя-

щие из двух объясняющих переменных, оце-
ниваемых с помощью МНК, а в [15] понятие 
НЛР было обобщено на случай многих пере-
менных. В общем случае, НЛР содержит  
в себе не только объясняющие переменные, 
но и все возможные комбинации их пар, пре-
образованные с помощью бинарных опера-
ций минимум и максимум. Тем самым НЛР 
есть обобщение линейных регрессий. Для вы-
бора наиболее информативных регрессоров  
в НЛР было предложено две стратегии, тре-
бующие реализации переборных проце-
дур [16], а в [17] задача выбора оптимальной 
структуры НЛР сведена к задаче частично-бу-
левого линейного программирования и про-
демонстрированы высокие интерпретацион-
ные способности НЛР. В работах [14–17]  
в НЛР один из аргументов бинарных опера-
ций содержит только угловой коэффициент 
при объясняющей переменной.  

Цель данной работы заключается в разра-
ботке алгоритма оценки МНК обобщенных 
простейших НЛР, в которых один из аргумен-
тов бинарной операции представляет собой 
линейную функцию, т. е. содержит как угло-
вой коэффициент, так и свободный член. 

 
МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 

В работе [14] рассмотрена простейшая 
НЛР вида: 

 

 0 1 1 2α α min , εi i i iy x kx   , 1,i n , (1) 
 

где n  – объем выборки; 
iy , 1,i n  – значения 

зависимой (объясняемой) переменной y ; 

1 0ix  , 
2 0ix  , 1,i n  – значения независи-

мых (объясняющих) переменных 
1x  и 

2x ; 
0α , 
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1α , k  – неизвестные параметры; ε i
, 1,i n  – 

ошибки аппроксимации. 
Модель (1) нелинейна по параметрам.  

Но если придать параметру k  определенное 
значение, то она становится линейной,  

и оценки параметров 
0α  и 

1α  можно легко 

идентифицировать, например, по известным 
формулам для МНК. 

В [1] установлена область возможных зна-
чений параметра k . Для этого сначала опре-
деляется область его значений, при которых 
НЛР (1) трансформируется в обычную пар-
ную линейную регрессию y  от 

1x . В этом 

случае нужно решить систему линейных не-
равенств: 
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Решение этой системы можно записать  
в виде: 

 

maxk k , 
 

где 111 21
max

12 22 2

max , , ..., n

n

xx x
k

x x x

 
  

 
. 

Аналогично для определения области зна-
чений параметра k , при которых НЛР (1) 
трансформируется в парную линейную ре-

грессию y  от 
2x , решается система нера-

венств: 
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Она имеет решение: 
 

mink k , 
 

где 111 21
min

12 22 2

min , , ..., n

n

xx x
k

x x x

 
  

 
. 

Тогда оптимальная оценка параметра k   

в НЛР (1) принадлежит отрезку  min max,k k . 

Разбивая этот отрезок достаточно большим 
числом точек, вычисляя в каждой точке 
МНК-оценки параметров 

0α , 
1α  и выбирая 

уравнение, для которого сумма квадратов 
ошибок минимальна, можно получить НЛР, 
МНК-оценки которой практически не отлича-
ются от оптимальных. 

Модель (1) можно назвать НЛР только  

с угловым коэффициентом k  в бинарной опе-

рации. Стоит отметить, что вместо  

бинарной операции min в НЛР (1) можно  

использовать бинарную операцию max. 

Введем в рассмотрение НЛР со свободным 

членом b  и единичным угловым коэффици-

ентом в бинарной операции: 
 

 0 1 1 2α α min , εi i i iy x x b    , 1,i n . (2) 

 

МНК-оценки неизвестных параметров 

НЛР (2) можно найти точно по такому же ал-

горитму, что и для НЛР (1). Для этого сначала 

определим область возможных значений па-

раметра b . 

Если НЛР (2) трансформируется в обыч-

ную парную регрессию y  от 
1x , то справед-

ливы условия: 
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Решением такой системы линейных нера-

венств будет промежуток: 

 

maxb b , 

 

где  max 11 12 21 22 1 2max , ,..., n nb x x x x x x    . 

Если же НЛР (2) трансформируется в пар-

ную регрессию y  от 
2x , то выполняются 

условия: 
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откуда: 
 

minb b , 
 

где  min 11 12 21 22 1 2min , ,..., n nb x x x x x x    . 

Из этого следует, что оптимальная оценка 

параметра b  в НЛР (2) принадлежит отрезку 

 min max,b b . Тогда для нахождения близких  

к оптимальным МНК-оценкам параметров 

НЛР (2) можно воспользоваться следующим 

алгоритмом: 

1. Разбить отрезок  min max,b b  максималь-

ным количеством точек. 

2. В каждой точке и на концах отрезка 

с помощью МНК определить оценки парамет-

ров 
0α  и 

1α  НЛР (2). 

3. Выбрать точку, в которой сумма квадра-

тов ошибок НЛР (2) минимальна. 

Теперь введем в рассмотрение НЛР со сво-

бодным членом b  и угловым коэффициентом 

k  в бинарной операции: 
 

 0 1 1 2α α min , εi i i iy x kx b    , 1, .i n  (3) 
 

Понятно, что если 0b  , то НЛР (3) вы-

рождается в НЛР (1), а если 1k  , то в НЛР (2). 

К сожалению, из-за того что степень нелиней-

ности НЛР (3) выше, чем у моделей (1)  

и (2), определить аналитически в какую об-

ласть попадают оптимальные оценки ее пара-

метров k  и b  не представляется возможным. 

Однако можно сформулировать следующий 

алгоритм МНК-оценивания НЛР (3), гаранти-

рующий получение модели с величиной 

суммы квадратов ошибок, не большей, 

а зачастую меньшей, чем у НЛР (1) и (2): 

1. Выбрать область изменения параметра 

k  так, чтобы она включала в себя и промежу-

ток  min max,k k , и единицу. Разбить получен-

ный отрезок 
1 2[ , ]k k  максимальным количе-

ством точек. 

2. В каждой s -й точке и на концах отрезка 

1 2[ , ]k k  определить границы возможных зна-

чений параметра b  по формулам 

 ,min 11 12 21 22 1 2min , , ...,s s s n s nb x k x x k x x k x     и 

 ,max 11 12 21 22 1 2max , , ...,s s s n s nb x k x x k x x k x    . 

В результате для каждой s -й точки отрезка 

 min max,k k  будет сформирован отрезок 

,min ,max,s sb b   . 

3. Разбить s -й отрезок ,min ,max,s sb b    макси-

мальным количеством точек. 

4. В каждой точке и на концах отрезков 

,min ,max,s sb b    с помощью МНК определить 

оценки параметров 
0α  и 

1α  НЛР (3). 

5. Выбрать оценки параметров k  и b , при 

которых сумма квадратов ошибок НЛР (3) 

минимальна. 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ 

Предложенные в работе алгоритмы МНК-

оценивания НЛР были реализованы на языке 

программирования hansl эконометрического 

пакета gretl в виде программы для решения 

задачи моделирования железнодорожных 

грузовых перевозок в Тюменской области. 

Для этого были использованы ежегодные 

статистические данные (источник – 

https://rosstat.gov.ru/) за период с 2011  

по 2020 гг. по следующим переменным: 

y  – отправление грузов железнодорожным 

транспортом общего пользования (млн т); 

1x  – производство электроэнергии (млрд 

кВт*ч); 

2x  – продукция сельского хозяйства (млн 

руб.). 

Данные приведены в табл. 1. 

 

Таблица 1 

Статистические данные 
 

Год y x1 x2 

2011 24,5 101,0 58 660,2 

2012 26,4 102,7 56 125,2 

2013 30,5 108,1 58 853,2 

2014 34,2 109,8 67 110,7 

2015 40,6 109,2 70 657 
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Окончание табл. 1 
Год y x1 x2 

2016 40,2 110,6 74 486,2 

2017 38,4 108,2 76 715,6 

2018 37,7 108,79 77 793 

2019 37,7 110,63 8 3037 

2020 38,2 101,2 87 514 

Примечание: составлено автором. 

 

Оцененная по этим данным с помощью 

МНК традиционная модель множественной 

линейной регрессии имеет вид: 
 

1 263,8402 0,6724 0,0003758y x x    . (4) 
 

Коэффициент детерминации 2R  модели (4) 

составил 0,848594, что подтверждает ее адек-

ватность. 

Затем с помощью МНК численно оценива-

лась НЛР (1). Область возможных значений 

параметра k  составила [0,001156, 0,001837]. 

Число разбиений этого отрезка задавалось 

равным 100. График зависимости коэффици-

ента детерминации 2R  оцениваемой модели 

от величины k  представлен на рис. 1. 

 

 
 

Рис. 1. График зависимости 
2

R  от k  для неэлементарной линейной регрессии (1) 

Примечание: составлено автором. 

 
Как видно по рис. 1, максимальное значе-

ние 0,854667 коэффициент детерминации 2R  

достигает только в одной точке 0,001527k  , 

в которой НЛР (1) имеет вид: 
 

 1 221,4316 0,5544min , 0,001527 .y x x    (5) 
 

Таким образом, по величине 2R  НЛР (5) 
оказалась незначительно лучше, чем линей-
ная регрессия (4). 

В кусочно-заданной форме НЛР (5) имеет 
вид: 

 

1
1

2

1
2

2

21,4316 0,5544 ,  при 0,001527,

21,4316 0,000846 ,  при 0,001527.

x
x

x
y

x
x

x


  


 
  


 

Из этого следует, что при переключении 

функций в НЛР (5) угловые коэффициенты 

при переменных различны, а свободный 

(−21,4316) постоянен. При этом переключе-

ние осуществляется в зависимости от вели-

чины относительного показателя 1

2

x

x
. 

После чего с помощью МНК численно оце-

нивалась НЛР (2). Область возможных значе-

ний параметра b  составила [−87412,8, 

−56022,5]. Число разбиений этого отрезка за-

давалось равным 100. График зависимости 

коэффициента детерминации 2R  оценивае-

мой модели от величины b  представлен  

на рис. 2. 
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Рис. 2. График зависимости 
2

R  от b  для неэлементарной линейной регрессии (2) 

Примечание: составлено автором. 

 

Как видно по рис. 2, максимальное значе-

ние 0,906492 коэффициент детерминации  
2R  достигает только в одной точке 

70629,87b   , в которой НЛР (2) имеет вид: 
 

 1 238,5499 0,0009min , 70629,87 .y x x    (6) 
 

В результате по величине 2R  НЛР (6) ока-

залась гораздо лучше как линейной регрессии 

(4), так и НЛР (5). 

В кусочно-заданной форме НЛР (6) имеет 

вид: 
 

1 2 1

2 2 1

38,5499 0,0009 ,  при 70629,87,

25,017 0,0009 ,  при 70629,87.

x x x
y

x x x

  
 

   
 

 

Из этого следует, что при переключении 

функций в НЛР (6) свободные члены раз-

личны, а угловой коэффициент при перемен-

ных (0,0009) постоянен. При этом переключе-

ние осуществляется в зависимости от вели-

чины абсолютного показателя 
2 1x x . 

Далее с помощью МНК численно оценива-

лась НЛР (3). Область возможных значений 

параметра k  была выбрана  0,001156,2 . 

Число разбиений отрезков и для параметра k , 

и для b  задавалось равным 1 000. В резуль-

тате работы программы было установлено, 

что максимальное значение 0,90825 коэффи-

циент детерминации 2R  достигает при 

0,011768k   и 722,3053b   . В этой точке 

НЛР (3) имеет вид: 
 

 1 2

30,25 0,077467min

,0,011768 722,3053 .

y

x x

 


 (7) 

 

По величине 2R  НЛР (7) оказалась лучшей 

из всех оцененных моделей. 

В кусочно-заданной форме НЛР (7)  

имеет вид: 
 

1

1 2

2

1 2

30,25 0,077467 ,  

при 0,011768 722,3053,

25,7048 0,000911 ,  

при 0,011768 722,3053.

x

x x
y

x

x x




 
 

 
  

 

 

Как видно, при переключении функций  

в НЛР (7) различны как свободные члены, так 

и угловые коэффициенты. 

Стоит отметить, что при использовании 

бинарной операции максимум оцененные 

НЛР оказались хуже, чем модели (5)–(7). 

 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В работе рассмотрены простейшие неэле-

ментарные линейные регрессии с линейным 

аргументом в бинарной операции. Предложен 

алгоритм МНК-оценивания для специфика-

ции с единичным угловым коэффициентом  

и свободным членом, и с произвольным угло-

вым коэффициентом и свободным членом. 

Разработана реализующая эти алгоритмы 

программа, с помощью которой решена за-

дача моделирования железнодорожных гру-

зоперевозок в Тюменской области. Предло-

женные в работе модели на практике оказа-
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лись лучше по качеству, чем линейная  

регрессия и неэлементарная линейная регрес-

сия только с угловым коэффициентом в би-

нарной операции. 

Предложенный алгоритм оценивания не-

элементарной линейной регрессии со свобод-

ным членом и единичным угловым коэффици-

ентом в бинарной операции гарантирует бли-

зость МНК-оценок к оптимальным, а алго-

ритм для неэлементарных линейных регрес-

сий с линейным аргументом в бинарной опера-

ции – нет. Однако полученная с его помощью 

модель гарантировано будет не хуже, чем из-

вестные на сегодня неэлементарные зависи-

мости. Поэтому весьма перспективным 

направлением становится интеграция рас-

смотренных в данной работе простейших 

конструкций в обобщенную неэлементарную 

линейную регрессию [17]. 
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