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моделирующая выполнение алгоритмов на электронно-вычислительной машине. Приведены примеры 
и представлены результаты работы алгоритмов. Выполнены оценки сложности алгоритмов для их 
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ВВЕДЕНИЕ 

Существует метод выполнения арифмети-
ческих операций над большими целыми чис-

лами, который основан на положениях тео-
рии чисел. Идея этого метода состоит в том, 
чтобы оперировать не непосредственно чис-
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лом A, а его остатками или вычетами 

1 1α (mod )A p , 
2 2α (mod )A p , …, αn   

(mod )nA p , где p1, p2, …, pn – модули,  

не содержащие общих делителей (взаимно-
простых). Множество чисел, над которыми 
можно выполнять операции модулярной 

арифметики, – это 
1 2 ... nP p p p     (произве-

дение модулей), вычеты определяются  

как α , 1, 2, ..., ,i i

i i

A A
A p i n

p p

   
     

   
 – целая 

часть меньшая или равная числу. Любое це-
лое положительное число A из диапазона P 
можно представить в виде набора остатков от 
деления этого числа на выбранные основания 

системы, то есть 
1 2(α , α , ..., α )nA   [1]. 

Рассматривая вычисления в модулярной 
арифметике, все операции можно разбить на 
две группы: модульные и немодульные. 

Операции сложения, вычитания и умноже-
ния в модулярной арифметике относятся  
к модульным. Это операции, в которых дей-
ствия над числами можно проводить незави-
симо в параллельных каналах [2]. На компью-
тере с параллельным выполнением операций 
применение модулярной арифметики дает 
значительное преимущество в скорости для 
модульных операций. Операции, связанные  
с разными модулями, могут выполняться од-
новременно, и возникает повышение скоро-
сти их выполнения.  

Преимущество представления чисел в мо-
дулярной системе счисления заключается  
в том, что операции сложения, вычитания  
и умножения выполняются достаточно просто: 

 

1 2 1 2

1 1 1

(α , α , ..., α ) (β , β , ..., β )

((α β )mod , ..., (α β )mod ),

n n

n n np p

 

  
 

1 2 1 2

1 1 1

(α , α , ..., α ) (β , β , ..., β )

((α β )mod , ..., (α β )mod ),

n n

n n np p

 

  
 

1 2 1 2

1 1 1

(α , α , ..., α ) (β , β , ..., β )

((α β )mod , ..., (α β )mod ).

n n

n n np p

 

  
 

(1) 

 

Если при выполнении операции вычитания 
получен результат положительный, то опера-
ция выполняется вычитанием соответствую-
щих цифр разряда, а если результат отрица-
тельный, то берется ее дополнение к основа-
нию [1].  

Основной недостаток представления чисел 

в модулярной системе счисления состоит  

в том, что непросто проверить, является ли 

1 2(α , α , ..., α )n
 большим, чем 

1 2(β , β , ..., β )n
. 

Трудно установить возникновение перепол-

нения в результате выполнения операций сло-

жения, вычитания и умножения, сложно вы-

полнять операцию деления. Возникает необ-

ходимость выполнения немодульных опера-

ций, которые являются медленными, что вы-

зывает определенные трудности. 

Немодульные операции – это операции,  

в которых необходимо знать информацию 

обо всем числе и приходится восстанавливать 

позиционное представление числа. К немо-

дульным операциям модулярной арифметики 

можно отнести следующие: перевод числа из 

модулярной системы счисления в позицион-

ную, деление, вычисление позиционных харак-

теристик (след, ядро, ранг и др.), расширение 

системы оснований, сравнение чисел, масшта-

бирование чисел и др. [2–6]. 

 
МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 

К настоящему времени разработаны и про-

должают разрабатывать алгоритмы выполне-

ния перечисленных операций. Однако, не-

смотря на многочисленное количество работ 

в этой области [3, 6–12], еще остается много 

нерешенных вопросов. 

В работе сосредоточено внимание на осо-

бенностях выполнения сложных и неочевид-

ных алгоритмов. На первом этапе осуществ-

лен анализ различных методов и алгоритмов 

выполнения модульных и немодульных опе-

раций в модулярной системе счисления.  

Далее в работе излагается материал относи-

тельно следующих немодульных операций: 

перевод из модулярной системы счисления 

(МСС) в позиционную систему счисления 

(ПСС) и сравнение чисел в МСС. Для каждой 

операции было выбрано два метода. Приве-

дены их математическое описание и примеры 

расчета. На втором этапе были разработаны 

программы на языке Python, моделирующие 

выполнение алгоритмов на ЭВМ. На третьем 

этапе произведено сравнение алгоритмов 

между собой, а именно выполнена оценка 

сложности алгоритмов с целью выявления 

оптимальных. 
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Рассмотрим анализ существующих мето-

дов выполнения немодульных операций. 

1. Перевод из модулярной системы счис-
ления в позиционную систему счисления. 

Переход из модулярной системы счисления 
в позиционную систему счисления выполня-
ется с основанием, равным 10. То есть целое по-
ложительное число A представимо в виде: 

 
1 1

1 1 010 10 ... 10 ,n n

n nA a a a a

         
 

где ai – целые десятичные цифры в интервале 
[0, 9]. 

Операцию перевода чисел из модулярной 
системы счисления в позиционную можно 
считать одной из основных немодульных опе-
раций, так как определение величины числа 
необходимо для других немодульных опера-
ций: сравнение чисел по величине, определе-
ние знака и др. Эффективность выполнения 
этих операций будет напрямую зависеть от 
того, насколько эффективным будет метод 
определения величины числа. 

Существуют как традиционные (метод ор-
тогональных базисов, метод перевода  
в обобщенную позиционную систему счисле-
ния), так и новые методы перевода (интер-
вальные методы перевода) [3, 6, 7]. 

Метод ортогональных базисов.  
Основой метода ортогональных базисов 

является Китайская теорема об остатках 
(КТО) [7]. 

Теорема: Пусть p1, p2, …, pn – попарно вза-

имно простые числа, 
1 2 ... ,nP p p p     

1 2, , ..., ny y y  подобраны так, что 
i

i

P
y

p
  

1(mod ),ip  
0 1 αn

i i i

P
A y

p
  , 1, 2, ...,i n . 

Тогда решение системы α (mod )i iA p , 

1, 2, ...,i n  будет иметь вид: 
 

0(mod ).A A P  (2) 
 

Пусть основания модулярной системы p1, 

p2, …, pn, 1 2 ... nP p p p     – мощность диапа-

зона модулярной системы. С выбором си-

стемы определяются ее основные константы – 

базисы 
1 2(β , β , ..., β )i i i niB  , i = 1, 2, …, n. За-

дача перевода числа 
1 2(α , α , ..., α )nA   в ПСС 

заключается в определении таких чисел Mi,  

i = 1, 2, …, n, чтобы 
1 .n

i i iA M B   Для одно-

значного определения Mi на базисы системы 

Bi накладывается ряд ограничений и показы-

вается, что таким свойством обладают ба-

зисы [13]: 
 

1 (1, 0, 0, ..., 0, 0)B  , 

2 (0,1, 0, ..., 0, 0)B  , 

… 

(0, 0, 0, ..., 0,1)nB  , 

(3) 

 

которые называют ортогональными. 

Тогда в случае ортогональных базисов 

α , 1, 2, ..., .i iM i n   Ортогональные базисы 

определяют по формуле: 
 

, 1, 2, ..., ,i
i i i

i

m P
B m P i n

p


     (4) 

 

где ,i

i

P
P

p
   

mi – целые положительные числа, кото-

рые называются весами базиса. Их опреде-

ляют из сравнений: 
 

1(mod ).i i iP m p   (5) 
 

Тогда, по КТО, число: 
 

1 2 1(α , α , ..., α ) α (mod ).n

n i i iA B P    (6) 
 

Таким образом, если найдены ортогональ-

ные базисы для системы оснований, то для 

перевода числа 
1 2(α , α , ..., α )nA   достаточно 

вычислить 
1α

n

i i iB  и ввести эту сумму в диа-

пазон [0; P) вычитанием величины, кратной 

P, т. е.: 
 

1 1| α | α ,n n

i i i P i i i AA B B r P       (7) 
 

где rA – ранг числа A, показывающий, сколько 

раз надо вычесть мощность диапазона P из 

полученного числа, чтобы вернуть его  

в диапазон [14]. 

Пример 1. Пусть дана система оснований 

p1 = 32765, p2 = 32767, p3 = 32768, p4 =  

= 32769, p5 = 32771. Мощность диапазона мо-

дулярной системы 
1 2 3 4 5P p p p p p        
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37778931511113441116160.  Переведем число, 

представленное в МСС A = (36, 4, 0, 4, 36),  

в ПСС. 

Вычислим ортогональные базисы. Для этого 

найдем величин Pi по формуле: 
 

,i

i

P
P

p
  (8) 

 

где P – диапазон модулярной системы, p1,  

p2, …, pn – основания. 
 

1

1

37778931511113441116160

32765

1153027056649273344,

P
P

p
  



 

2

2

37778931511113441116160

32765

1152956679314964480,

P
P

p
  



 

3

3

37778931511113441116160

32765

1152921493869428745,

P
P

p
  



 

4

4

37778931511113441116160

32765

1152886310571376640,

P
P

p
  



 

5

5

37778931511113441116160

32765

1152815950416936960.

P
P

p
  



 

 

Веса базисов вычислим по формуле (5). 

Для нашего случая: 
 

3115292149386948745 1(mod32768).m   
 

Вычислим m3 методом цепных дробей, со-

держащим этапы: 
 

3 3 31(mod )P m p   

3 1 3( 1) 1(mod ),n

nm F p     
(9) 

 

где 
10 0 1 1 20 1,..., ., n n n nF q F q q F q F F         

 

 
 

3

3

0 1 2 3 4

32768

1152921493869428845

, , , ,

0, 35184371761152, 36340,1, 8 ,

p

P

q q q q q

 

 



 

1
.

1
35184371761152

1
3640

1
1

8







 

 

Последним элементом является q4, и ин-

декс равен 4, следовательно, n = 4. 

Получим:  
 

3 1 1

4

4 1

3

( 1) 1(mod )

( 1) 1(mod32768)

1 1(mod32768)

1 3641 1(mod32768)

3641

n

nm F p

F

F





   

   

  

  



 

3 3 3 1 3 2 3 2 1

3 2 0 1 0 0 1( ( 1) ) 1

1(3640(0 35184371761152 1) 0)

0 35184371761152 1 3641

F q F F q F F

q q q q q q q

       

       

    

   

 

3

3

1152921493869428745 3641(mod32768),

3641(mod32768) 3641.

m

m

 

 
 

 

Аналогично вычисляются константы m1, 

m2, m4, m5: 
 

m1 = 9784, m2 = 30719, m4 = 2048, m5 = 1934. 
 

Определим ортогональные базисы по фор-

муле (4): 
 

1 1 1 9784 1153027056649273344

11281216722256490397696,

B m P    


 

2 2 2 30719 1152956679314964480

35417676231876393861120,

B m P    


 

3 3 3 3641 1152921493869428745

4197787159178590060545,

B m P    


 

4 4 4 9784 1152886310571376640

2361111164050179358720,

B m P    


 

5 5 5 19344 1152815950416936960

22300071744865228554240.

B m P    


 

 

Вычислим величину числа А согласно фор-

муле (6), зная, что A = (α1, α2, …, αn) =         

= (36, 4, 0, 4, 36): 
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1 1 2 2 3 3 4 4 5 5(α α α α α )

(mod ) (36 11281216722256490397696

4 35417676231876393861120

0 4197787159178590060545

4 2361111164050179358720

36 22300071744865228554240)

(mod37789315111134411

A B B B B B

P

          

   

  

  

  

  

 16160)

(406123802001233654317056

141670704927505575444480 0

9444444656200717434880

802802582815148227952640)

(mod3778931511113441116160)

1360041534400088175149056

(mod3778931511113441116160)

4



 

  

 

 

 

 

 

 294967296.
 

 

Получаем А = 4294967296. 

Метод перевода определения величины 

числа из МСС в обобщенную позиционную 

систему счисления (ОПСС). 

Пусть МСС задается основаниями p1, p2, 

…, pn, и А = (α1, α2, …, αn) – число в этой си-

стеме. Число в ОПСС задается кортежем 

 1 2, , ..., ,nx x x  основаниями системы явля-

ются следующие константы p1, p1p2, p1p2p3, …, 

p1p2 … pn – 1. Число X в ОПСС можно предста-

вить в виде: 
 

1 2 1 1 1 2 2

3 1 2 2 1 1

... ...

... ,

n n n nX x p p p x p p p

x p p x p x

    

   
 (10) 

где 
1

10 П ,k

k i ix p

   i = 1, 2, …, n – коэффи-

циенты ОПСС [6]. 

Очевидно, что диапазоны чисел, предста-

вимых в МСС и ОПСС, совпадают, имеется 

взаимно-однозначное соответствие между 

множеством представлений чисел в МСС 

и ОПСС. 

Равенство (10) можно переписать в виде: 
 

1 1 2 2 3

2 1 1

( ( ...

( ) ...)).n n n n

X x p x p x

p x p x  

    

 
 

 

Откуда следует, что цифры ОПСС могут 

быть получены из соотношений: 
 

1 1 1 1

1

,
x

x X p X X p
p

 
    

 
 

где 
1

1

x
X

p

 
  
 

, 

1
2 1 2 1 2 2

2

,
x

x X p X X p
p

 
    

 
 

где 1
2

2

x
X

p

 
  
 

, 

… 

1

1 1 ,
n

n n n n n n

n

x
x X p X X p

p



 

 
    

 
 

где 
1

.
n

n

n

x
X

p

 
  
 

 

(11) 

 

При определении цифр xi по формулам (11) 

все вычисления можно вести в МСС. 

Из (11) следует, что 
1

,i p
x X  то есть x1 – 

первая МСС цифра, или x1 = α1. Для получе-

ния x1 сперва X – x1 представим в остаточной 

коде. Очевидно, X – x1 делится на p1. Более 

того, p1 взаимно просто со всеми другими мо-

дулями. Следовательно, для нахождения 

цифры x2 может быть использована проце-

дура деления без остатка: 

2

1
2

1

.

p

X x
x

p


   

Таким путем с помощью вычитаний и деле-

ний в остаточной записи все цифры ОПСС 

могут быть получены. При этом 
 

1
1 ,

p
x X  

2

2

1

,

p

X
x

p

 
  
 

 

3

3

1 2

,

p

X
x

p p

 
  
 

 …, 

3

1 2 1

,
...

i

i
p

X
x

p p p 

 
  
  

 i > 1. 

 

Перевод, осуществляемый согласно алго-

ритму (11), содержит всего 
 1

2

n n 
 остаточ-

ные арифметические операции вычитания  

и деления без остатка, где n  – число модулей 

системы. Может быть предложена некоторая 

модификация рассмотренного алгоритма  

в том плане, что операция деления заменяется 
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операцией умножения. Для этого предвари-

тельно вычисляется 
 1

2

n n 
 констант   kjt , ко-

торые удовлетворяют условию: 
 

   1   ,  1 .kj k jt p mod p k j n     

 

Эти константы можно получить, напри-

мер, из расширенного алгоритма Евклида: 
 

   , 1kj k j k jt p p НОД p p    [15]. 

 

Здесь следует заметить тот факт, что кон-

станты kjt  полностью определяются к вы-

бранной системой основания, поэтому могут 

быть вычислены заранее и храниться в неко-

торой таблице.  

Если константы kjt  вычислены, то вычис-

ление цифр  ix ОПСС по алгоритму (11) мо-

жет быть переписано в виде [6]: 
 

 

 

 

 

1 1 1

2 2 1 12 2

3 3 1 13 2 23 3

1 1 2 1

1

  ,

( )   ,

(( ) )   ,

(( ( ) ) )

  .

n n n n

n n n

x mod p

x x t mod p

x x t x t mod p

x x t x x

t mod p







 





  

    

      



  

(12) 

 

Константы  kjt принято также записывать 

в виде: 
 

1

j

kj

k p

t
p

  (13) 

 

и называть обратными элементами по умно-

жению для чисел 
kp  по модулю .jp  

Пример 2. Пусть дана система оснований  

1 32765, p   
2 32767, p   

3 32768,p  4p   

32769,   
5 32771.p   Мощность диапазона 

модулярной системы 
1 2 3 4 5P p p p p p       

37778931511113441116160.  Переведем число, 

представленное в МСС  36,  4,  0,  4,  36 ,A    

в ПСС. 

Сначала найдем константы kjt , используя 

формулу (13): 
 

2

12

327671  

1 1
16383.

32765
p

t
p

    

 

Опишем, как вычислить 
32767

1

32765
.  

Эта запись равносильна  
1

 32767 .
32765

mod  

Введем следующее обозначение: 
 

1

1
,x

p
  

 1 21   .p x mod p   

 

То есть 
1 1 .p x m   

Тогда: 
 

1
.

32765
x  

 

Вычислим сравнение:  
 

 32765 1  32767 .x mod   

 

Здесь можно воспользоваться алгоритмом 

цепных дробей: 
 

1
1

1
16382

2





 

   0 1 2

32767
,  , 1,1  6382, 2 .

32765
q q q   

 

2n  , так как 
2q  последний элемент. 

 

   

   

   

1 2

2

2 1

1

1 1

1 1  32767

1 1  32767 16383  32767

16383.

n

nx F modp

F mod

F mod mod





    

    

    



 

1 0 1 1 1 16382 1 16383.F q q        
 

Вернемся к нашему сравнению: 32765 x 

 1  32767 .mod  
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Подставим 16383x  : 
 

 32765 16383 1  32767 ,mod   

 536788995 1  32767 .mod  

 

Действительно, 536788995 1 32767.  
То есть: 
 

2

12

327671  

1 1
16383.

32765
p

t
p

    

 

Далее аналогично находим остальные кон-

станты :kjt  

 

12

32767

13

32768

14

32769

15

32771

1
16383; 

32765

1
21845; 

32765

1
8192; 

32765

1
27309;

32765

t

t

t

t

 

 

 

 

 

23

32768

24

32769

25

32771

1
32767; 

32767

1
16384; 

32767

1
24578;

32767

t

t

t

 

 

 

 

34

32769

35

32771

1
16384;

32768

1
  21847;

32768

t

t

 

 

 

45

32771

1
16385.

32769
t    

Константы kjt  запишем в виде матрицы 

:k j  
 

0 16383 21845 8192 27309

0 0 32767 16384 24578
.

0 0 0 16384 21847

0 0 0 0 16385

 
 
 
 
 
 

 

 

Далее найдем 
1 2 3 4,  ,  , x x x x  по формуле (12), 

зная, что: 
 

   1 2 3 4 5α ,  α , α ,  α , α 36,  4,  0,  4,  36 ;A    

1 2 3

4 5

32765,   32767,  32768, 

32769,  32771,

p p p

p p

  

 
 

   1 1 1α   36  32765 36,x mod p mod    

 

   

 

2 2 1 12 2( )  

4 36 16383  32767

524256  32767 16,

x x t mod p

mod

mod

   

   

  

 

 

    

 

3 3 1 13 2 23 3((α ) )  

0 36 21845 16 32767 32768

25769148412  32768 4,

x x t x t mod p

mod

mod

     

     

  

 

 

   
   

4 4 1 14 2 24 3 34 4(((α ) ) ) ) )  

4 36 8192 16 16384 4 16384)

 32769 70373039210496  32769 0,

x x t x t x t mod p

mod mod

       

       

   

 

 

     
 

 

5 5 1 15 2 25 3 35 4 45

5

((( ) ) ) ) ) )

  36 36 27309 16 24578 4

21847) 0) 16385)  32771

140769703034940   32771 0.

x x t x t x t x t

mod p

mod

mod

         

       

   

  

 

 

Запишем результат в виде табл. 1. 

 

Таблица 1 

Промежуточные вычисления метода перевода  

в обобщенную позиционную систему счисления 
 

Операции 
Модули Цифры 

ОПСС p1 = 32765 p1 = 32767 p1 = 32768 p1 = 32769 p1 = 32771 

A  
  

1x  

 36  
 
 36  

 4  
 
 36  

 0  
 
 36  

 4  
 
 36  

36  
 
 36  

 

1 36x   
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Окончание табл. 1 

Операции 
Модули Цифры 

ОПСС p1 = 32765 p1 = 32767 p1 = 32768 p1 = 32769 p1 = 32771 

1A x  

  

1 jt  

0  

32735  

 

16383  

32732  

 

21845  

32737  

 

8192  

0  

 

27309  

 

1A  

  

2x  

 

1 6 

 

16  

12  
 

16  

8  

 

16  

0  

 

16  
2 16x   

1 2A x  

  

2 jt  

 0  

32764  

 

32767  

32761  

 

16384  

32755  

 

24578  

 

2A  

  

3x  

  
4  
 

4  

4  
 

4  

4  
 

4  
3 4x   

2 3A x  

  

3 jt  

  0  

0  

 

16384  

0  

 

21847  

 

3A  

  

4x  

   

0  

 

0  

0  

 

0  
4 0x   

3 4A ax  

  

4 jt  

   0  

0  

 

16385  

 

4A      0  5 0x   

Примечание: составлено автором на основании данных, полученных в исследовании. 
 

Применяя формулу (10), получим: 
 

5 1 2 3 4 4 1 2 3 3 1 2 2 1 1                     

0 32765 32767 32768 32769 0 32765 32767

32768 4 32765 32767 16 32765 36

0 0 4294443020 524240 36 42944967296.

X x p p p p x p p p x p p x p x     

        

       

     

 

 

2. Сравнение чисел в МСС. 

Исследование и совершенствование суще-

ствующих, а также разработка новых методов 

и алгоритмов реализации немодульной опера-

ции сравнения данных, представленных в мо-

дулярной арифметике, является важной и ак-

туальной задачей [8–12]. Операция сравнения 

чисел широко используется при реализации 

большинства алгоритмов. Можно заметить, 

что в модулярной арифметике имеется три 

группы методов сравнения [8–10]. К первой 

группе относятся методы, основанные на пре-

образовании чисел из модулярной системы 

счисления в позиционную, далее выполнятся  

 

сравнение полученных чисел. Ко второй 

группе относятся методы, основанные на при-

менении понятия нулевизации [3]. К третьей 

группе относятся методы, основанные на ис-

пользовании позиционных характеристик. 

Метод, основанный на переводе из чисел 

из МСС в ПСС. 

Для перевода числа из МСС в ППС исполь-

зуется стандартное восстановление с помо-

щью КТО [3], которую можно записать фор-

мулой: 
 

1

1
i

n

i i i
p

i P

X P x P



   , (14) 

 

где i

i

P
P

p
 , а 1

i
i

p
P  – мультипликативная ин-

версия 
iP  по модулю 

ip . 

Рассмотрим пример восстановления числа 

по формуле (14) и сравнения чисел. 
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Пример 3. Пусть задана МСС 

1 2 3 432765,   32767,  32768,  32769,p p p p     

и 
5  32771p   числа  36,  4,  0,  4,  36X  , 

 9, 1,  0, 1  ,  9 .Y   Мощность диапазона модулярной 

системы счисления равна 
1 2 3 4 5P p p p p p       

37778931511113441116160.  Сравним числа 

X  и Y . 

Применяя формулы (8) и (5), вычислим 

, .i iP m  

Из примера 1 
1 2 3 4 5 1 2 3,  ,   ,   , ,  ,   ,   , P P P P P m m m  

4 5,  ,m m  соответственно, равны: 
 

1 1153027056649273344,P   

2 1152956679314964480,P   

3 1152921493869428745,P   

4 1152886310571376640,P   

5 1152815950416936960,P   

1 9784,m   2 30719,m   3 3641,m   

4 2048,m   5 19344.m   
 

Применяя формулу (14), найдем значение 

чисел X  и Y : 
 

37778931511113441116160

1153027056649273344 36 9784

1152956679314964480 4 30719

1152921493869428745 0 3641

1152886310571376640 4 2048

1152815950416936960 36 19344

406123802001233654317056

14167

X

  

   

     

   

  






37778931511113441116160

37778931511113441116160

0704927505575444480

9444444656200717434880

802802582815148227952640

1360041534400088175149056

4294967296.














 

37778931511113441116160

1153027056649273344 9 9784

1152956679314964480 1 30719

1152921493869428745 0 3641

1152886310571376640 1 2048

1152815950416936960 9 19344

101530950500308413579264

3541767

Y

  

   

     

   

  






37778931511113441116160

37778931511113441116160

6231876393861120

2361111164050179358720

200700645703787056988160

340010383600022043787264

1073741824.














 

 

Так как 4294967296 1073741824 , значит 

X Y . 

Метод с использованием позиционных 

характеристик. 
Отличным от вышеизложенного метода 

сравнения чисел является метод на основе ис-
пользования минимальной функции ядра 
Акушского [10]. 

Была предложена аналитическая функция 

для вычисления Pirlo  функции: 
 

  **

1

,

n

n

i i

i P

Pi X k x


   (15) 

 

где 

1

** i
i i

p

i

n

P P
k

p

 
 . 

Так как функция Pirlo  является моно-
тонно возрастающей, то она может быть ис-
пользована для сравнения чисел, т. е. если 

   Pi X Pi Y , то X Y . Однако возможны 

случаи, когда    Pi X Pi Y , и в этом случае 

X Y , когда 
n nx y . 

Пример 4. Пусть задана МСС

1 2 3 4  32765,   32767,  32768,  32769,p p p p     

5  32771p   и числа  36,  4,  0,  4,  36X  ,

   9, 1,  0, 1  ,  9 .Y   Мощность диапазона мо- 

дулярной системы счисления равна  P 

1 2 3 4 5  37778931511113441116160.p p p p p      

Сравним числа X  и Y . 
Вычислим значения: 
 

5 1152815950416936960,P 

1

1

1 1
**

1

5

9784 1153027056649273344

32771

344243896196530176,

p
P P

k
p

  
  



 

2

1

2 2
**

2

5

30719 1152956679314964480

32771

1080762754626846720,

p
P P

k
p

  
  



 

3

1

3 3
**

3

5

3641 1152921493869428745

32771

128094570174196395,

p
P P

k
p

  
  



 

4

1

4 4
**

4

5

2048 1152886310571376640

32771

72048798146232320,

p
P P

k
p

  
  


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5

1

5 5
**

5

5

19344 1152815950416936960

32771

680481881690068309.

p
P P

k
p

  
  



 

 

Найдем значение функции Pirlo  для чисел 

X  и Y  по формуле (15): 
 

 

1152815950416936960

344243896196530176 36

1080762754626846720 4

128094570174196395 0

72048798146232320 4

680481881690068309 36

12392780263075086336

4323051018507386880

288195192584929280

24

Pi X

 

  

    

  

 



 

 


1152815950416936960

1152815950416936960

497347740842459124

41501374215009861620 131060



 

 

 

1152815950416936960

344243896196530176 9

1080762754626846720 1

128094570174196395 0

72048798146232320 1

680481881690068309 9

3098195065768771584

1080762754626846720

72048798146232320

61243369

Pi Y

 

  

   

  

 



 

 

1152815950416936960

1152815950416936960

35210614781

10375343553752465405 32765



 

 

 

и поскольку    Pi X Pi Y , то .X Y  

 
РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ 

На втором этапе на высокоуровневом языке 
программирования Python были разработаны 
алгоритмы выполнения рассмотренных немо-
дульных операций. Приведем фрагменты алго-
ритмов и результаты расчетов (рис. 1, 2). 

 

 
 

Рис. 1. Результаты расчетов по алгоритму  

«Перевод из модулярной системы счисления в позиционную систему счисления» 
Примечание: составлено автором на основании данных, полученных в исследовании. 

 

 
 

Рис. 2. Результаты расчетов по алгоритму «Сравнение чисел в МСС» 
Примечание: составлено автором на основании данных, полученных в исследовании. 
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Сравнив математическое описание и ре-

зультаты расчетов по разработанным алго-

ритмам, убеждаемся в совпадении результа-

тов, что свидетельствует о корректности вы-

числений. Сравнение проводилось с примене-

нием процесса математического моделирова-

ния. Объектом моделирования являются ме-

тоды выполнения операций перевода и срав-

нения чисел в МСС. В качестве математиче-

ской модели выступает совокупность матема-

тических формул и отношений между ними, 

которая адекватно отражает концепцию рас-

сматриваемых методов. Процесс математиче-

ского моделирования можно представить в 

виде следующих этапов: исследование объ-

екта моделирования, постановка задачи, ана-

лиз, выбор методов, поиск решения, разра-

ботка алгоритма решения, проверка, т. е. со-

ответствие результатов математической мо-

дели и разработанных алгоритмов, практиче-

ское использование и анализ результатов мо-

делирования. 

Выполнена оценка сложности разработан-

ных алгоритмов. При оценке вычислительной 

сложности алгоритмов используют два под-

хода: временная вычислительная сложность и 

асимптотическая вычислительная сложность. 

Определение: вычислительная сложность 

(алгоритмическая сложность) – функция за-

висимости объема работы алгоритма от раз-

мера обрабатываемых данных. 

Вычислительная сложность отвечает на 

центральный вопрос при разработке алгорит-

мов: как изменится время исполнения 

и объем занятой памяти в зависимости от раз-

мера входных данных. 

Определение: временная сложность алго-

ритма – это функция от размера входных дан-

ных, равная количеству элементарных опера-

ций, выполняемых алгоритмом для решения 

экземпляра задачи указанного размера. 
Вычислительная сложность – это количе-

ственная оценка ресурсов, затрачиваемых ал-
горитмом. Вычислительная сложность явля-
ется более общим термином, чем временная 
сложность, поскольку процессорное время – 
это не единственный ресурс, который необхо-
дим для выполнения алгоритма. Временная 
сложность – это количество времени, необхо-
димое на выполнение алгоритма. Другим ре-
сурсом является память, т. е. пространствен-
ная сложность – количество памяти, которое 
требуется для выполнения алгоритма.  

Определение: асимптотическая сложность – 
оценка сложности алгоритма с использова-
нием предельного перехода при стремлении к 
бесконечности размерности входных данных. 

Для обозначения оценки сложности алго-

ритмов используется  O -нотация, которая 
определяет характеристики функции, показы-
вающей, как изменяется вычислительная 
сложность алгоритма при изменении количе-
ства входных данных в худшем случае. 

Введем обозначения:  O n  – оценка коли-

чества операций, где n  – это количество моду-

лярных оснований на входе алгоритма ( m  – 
максимальное основание МСС). В работе ко-

личество модулярных оснований равно 5 , 

т. е. 5n  , максимальное основание МСС 

32771m  . 
Поясним на примере операции перевода из 

модулярной в позиционную систему счисле-
ния методом ортогональных базисов, как про-
изводится оценка параметров в строках и 
столбцах табл. 2. Алгоритм метода представ-
лен на рис. 3. 

 

Таблица 2 

Оценка сложности методов выполнения немодульных операций в МСС 
 

Перевод из модулярной системы счисления в позиционную систему счисления 

Модулярные основания 1 2 3 4 532765,   32767,  32768,  32769,  32771p p p p p      

Метод ортогональных базисов 

Количество модуляр-

ных оснований n  
Операции 

Оценка  

количества 

Общая слож-

ность метода 

5  
Умножение  O n  

2( )O n  
Сложение  O n  
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Окончание табл. 2 
Количество модуляр-

ных оснований n  
Операции 

Оценка  

количества 

Общая слож-

ность метода 

Метод перевода в обобщенную позиционную систему счисления 

5  

Вычисление мультипликативной инверсии 

2( )O n  сложностью 

  2logO m  

 2 2( ·log )O n m  Деление по модулю  2( )O n  

Умножение 2( )O n  

Сложение 2( )O n  

Сравнение чисел в МСС 

Модулярные основания 1 2 3 4 532765,   32767,  32768,  32769,  32771p p p p p      

Метод, основанный на переводе чисел из МСС в ПСС 

5  
Умножение  O n  

2( )O n  
Сложение  O n  

Метод с использованием позиционных характеристик 

5  

Вычисление мультипликативной инверсии 
 O n  сложностью 

  2logO m  

  2·O n log m  

Деление по модулю  O n  

Умножение  O n  

Сложение  O n  

Деление по модулю 2( )O n  

Умножение 2( )O n  

Сложение 2( )O n  

Примечание: составлено автором на основании данных, полученных в исследовании. 

 

 
 

Рис. 3. Алгоритм перевода из МСС в ПСС методом ортогональных базисов 
Примечание: составлено автором на основании данных, полученных в исследовании. 

 

В строке for i, pp in enumerate (self.rns.basis) 
имеем цикл размера n .  

В строке b = m * pp имеем одно умножение. 
В строке res += b * self.residues[i] имеем одно 

умножение и сложение, но поскольку res в об-
щем случае большое число, то сложность этого 
сложения тоже составляет n . В итоге получаем 

общую сложность метода 2( )O n . 

 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Рассмотрены алгоритмы перевода чисел из 

модулярной системы счисления в позицион-
ную систему счисления, а также алгоритмы 

сравнения чисел в модулярной системе счисле-
ния. Алгоритмы используют произвольные 
наборы модулей, обеспечивающих вычисления 
в большом динамическом диапазоне. В каче-
стве примера набора оснований МСС были  

выбраны числа 
1 232765,   32767, p p   

3  p 

432768,  32769, p   
5 32771p   с мощностью 

диапазона: 
 

  37778931511113441116160.P   
 

Вычислительный диапазон близок к зна-
чению: 
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752 37778931862957161709568.  
 

Для интерпретации результатов исследова-
ния на практике взяты числа 

 

 322 4294967296 36,  4,  0,  4,  36A    , 

 302 1073741824 9, 1,  0, 1, 9B    . 

 

Анализируя операцию перевода из МСС 
в ПСС и сравнивая методы ортогональных ба-
зисов и перевода в ОПСС, отметим, что недо-
статком первого метода является то, что необ-
ходимо выполнять операции с большими чис-

лами . iB Операции сложения и умножения 

нужно выполнять в ПСС, и если полученный 
результат выходит за пределы вычислитель-
ного диапазона МСС, то необходимо вычис-

лять ранг числа. Преимуществом второго ме-
тода является выполнение большинства парал-
лельных вычислений в МСС. Оценивая слож-
ности алгоритмов, получим, что метод ортого-
нальных базисов имеет меньшую сложность. 

Рассматривая сравнения чисел в МСС, 
в частности метод, основанный на переводе чи-
сел из МСС в ПСС, и метод с использованием 
позиционных характеристик, в первом случае 
учитывается вычислительная сложность полу-

чения остатка от деления на большое число ,P  

во втором – функция Pirlo  проигрывает КТО, 
так как требует дополнительных сравнений 
числа. Первый метод является более эффектив-
ным и имеет меньшую асимптотическую вы-
числительную сложность. 
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