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ВВЕДЕНИЕ 
Модулярная арифметика представляет сред-

ства для эффективного выполнения модульных 
операций сложения, вычитания и умножения 
целых чисел. Действия над числами можно 

проводить независимо в параллельных кана-
лах, операции выполняются одновременно, 
тем самым повышается скорость их выпол-
нения. Однако существуют такие операции,  
как масштабирование чисел, расширение  
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системы оснований, вычисление ранга и др., 
которые препятствуют более широкому внед-
рению модулярной арифметики. Эта группа 
операций носит название немодульных опе-
раций. Немодульные операции, это операции, 
в которых необходимо знать информацию 
обо всем числе, и приходится восстанавли-
вать позиционное представление числа [1–3]. 

Модулярная система счисления (МСС)  

характеризуется набором n взаимно простых 

модулей 
1 2{ , , ..., }np p p . В модулярной ариф-

метике любое целое положительное число X 

представимо как 
1 2( , , ..., ),nX x x x  где 

ix  – 

наименьшие неотрицательные остатки от де-

ления числа X на модули 
ip , то есть 

ix   

(mod ),ipi
X X p   1, 2, ..., .i n  В рамках мо-

дулярной арифметики существует уникальное 

представление всех целых чисел в диапазоне 

0 ,X P   где 
1 2 ... nP p p p     – вычисли-

тельный диапазон МСС [4]. 

Если числа 𝑋, 𝑌 в МСС представимы в виде 

1 2 1 2( , , ..., ), ( , , ..., ),n nX x x x Y y y y   то выпол-

нение операций сложения, вычитания и умно-

жения реализуется по формуле: 
 

1 2

1 2 1 1 1

2 2 2

( , , ..., )

( , , ..., ) (( )mod ,

( )mod , ..., ( )mod ),

n

n

n n n

X Y x x x

y y y x y p

x y p x y p

  

  

 

 (1) 

 

где   обозначает одну из операций: сложе-

ние, вычитание или умножение. 

 
МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 

На первом этапе осуществлен анализ тео-

ретических и практических разработок оте-

чественных и зарубежных специалистов, 

связанных с выполнением операции масшта-

бирования в МСС [5–9]. В работе приведено 

математическое описание и примеры расчета 

двух методов: метода с использованием  

интервальных оценок и метода с примене-

нием расширения системы оснований. Стоит  

отметить, что при рассмотрении первого ме-

тода дополнительно необходимо рассмотреть  

процедуру вычисления ранга числа [1, 10],  

а при рассмотрении второго метода исполь-

зуется операция расширения системы основа-

ний [11, 12]. 

На втором этапе были разработаны про-
граммы на языке Python, моделирующие вы-
полнение алгоритмов на ЭВМ. На третьем 
этапе произведено сравнение алгоритмов 
между собой с оценкой их сложности для вы-
явления оптимальных. 

Метод с использованием интервальных 
оценок. 

Пусть МСС задана набором положитель-

ных попарно взаимно простых чисел 
1,p  

2 , ..., np p  числом 
1 2( , , ..., ).nX x x x  Пусть  

XC  – точное значение отношения ,
X

P
  

где 
1 2 ... nP p p p     и представляет собой  

в общем случае правильную бесконечную 

дробь.  
Определение: под интервальной позицион-

ной характеристикой (ИПХ) модулярного 
числа X понимается замкнутый вещественный 

интервал [ , ],X low upp

P

I S S  представленный па-

рой направленно округленных чисел-границ, 

отвечающих условию low X uppS C S   [1, 13]. 

Границы, задающие ИПХ, определяются  
с помощью направленных округлений: нижняя 
граница округляется до ближайшего машин-
ного числа с недостатком, а верхняя – с из-
бытком: 

 

1
( ),

n

low i i ii pi
S x m p


     (2) 

 

где 
lowS  – интервальная оценка суммы 

1

| |
i

n i i p

i
i

x m
S

p


  с округлением «вниз». 

 

1
(| | ),

i

n

upp i i p ii
S x m p


      (3) 

 

где uppS  – интервальная оценка суммы 

1

| |
i

n i i p

i
i

x m
S

p


  с округлением «вверх». 

Символы и   означают суммирование  

и деление с плавающей точкой, выполняемые 

округлением «вниз», аналогично и   озна-

чают операции с округлением «вверх» [5].  

ИПХ 
X

P

I  модулярного числа X позволяет 

единообразным способом учесть погрешность 
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округлений, неизбежно возникающие при со-

поставлении точному значению X

X
C

P
  пред-

ставления с ограниченной разрядностью: XC  

заключается в гарантированно содержащие 
это значение границы, направленно округ-
ленные до разрядности машинного представ-
ления [13]. 

Рассмотрим метод масштабирования  
с использованием интервальных оценок [5]. 
Данный метод масштабирует число X с ко-
эффициентом K, взаимно простым с P. В ре-

зультате возвращается частное ,
X

Y
K

 
  
 

 

представленное остатками | |
ii py Y . В про-

цессе вычислений используются только 
стандартные операции с плавающей точкой 
и целочисленные операции по модулям 

1 2, , ..., np p p  и K. Заранее вычисляются сле-

дующие константы: 
1 1| | , | | , | |

i ii p i K pP p K 
 

для 1, 2, ..., ,i n  а также | |KP  [5]. 

Для вычисления k дробные части lowS   

и uppS  отбрасываются: 
 

 , .low low upp uppk S k S       (4) 
 

При этом важны два случая: 

1) low uppk k  свидетельствует о том, что lowS  

и uppS  вычислены с достаточной точностью. 

Тогда .low uppk k k    

2) low uppk k  свидетельствует о том, что точ-

ность вычисления lowS  и uppS  недостаточна 

для однозначного определения k. В этом слу-
чае вычисляется ранг ( )r X  – характери-

стика, показывающая сколько раз диапазон 
системы превышен при переходе от пред-
ставления X в МСС к его позиционному 
представлению. Ранг связан с искомым k сле-
дующим соотношением: 

 

1

( ) .
n

i i

i i

x m
k r X

p

 
   

 
   (5) 

 

Вычисление ранга числа. 
Если в МСС заданы два числа X   

1 2( , , ..., )nx x x  и 1 2( , , ..., )nY y y y  с соответ-

ствующими рангами Xr  и Yr , то ранг X Yr   

суммы двух чисел X Y  определяется  
по формуле [1]: 

 

1
.

n i i
X Y X Y ii

i

x y
r r r m

p
 

 
    

 
   (6) 

 

Определим минимальные числа iM : 
 

1

2 1 1 1

3 1 2 3

1 2 4 1 2

4 1 2 3 4

1 2 3 5

1 2 3

(1,1, ...,1),

(0, , , ..., ),

(0, 0, (mod ),

(mod ), ..., (mod )),

(0, 0, 0, (mod ),

(mod ), ...,

(mod ))и т. д.

n

n

M

M p p p

M p p p

p p p p p p

M p p p p

p p p p

p p p p





 

 

  

 

 

  (7) 

 

Далее нужно определить ранги r1, r2, r3, r4, 

r5 минимальных чисел M1, M2, M3, M4, M5  

по формуле: 
 

1

.
n

n i X
i

X x B r P


      (8) 

 

Для этого нужно определить ортогональ-

ные базисы по формуле: 
 

, 1, 2, ..., ,i
i i i

i

m P
B m P i n

p


      (9) 

 

где im  – целые положительные числа, которые 

называются весами базиса. Их определяют  

из сравнений: 
 

1(mod ).i i iP m p    (10) 
 

.i

i

P
P

p
   (11) 

 

Далее к числу X нужно прибавить число 

iM  столько раз, сколько потребуется для 

того, чтобы цифра числа X по основанию ip  

стала равной нулю. В результате получим 

число (0, 0, 0, ..., 0),  равное P, ранг которого 

равен 1.  С другой стороны, расчетный ранг 

этого числа равен ω ,X nr   где ωn  – известная 

нам величина. Откуда вытекает, что: 
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ω 1.X nr      (12) 
 

Если k известно, то искомый остаток 
K

X  

вычисляется по формуле: 
 

 1
| | .

n

K i i i i KK Ki K
K

X P x m p k P


     (13) 

 

Пример 1. Пусть задана МСС p1 = 32765, 

p2 = 32767, p3 = 32768, p4 = 32769, p5 = 32771 

и число X = (36, 4, 0, 4, 36). Мощность диапазона 

модулярной системы счисления равна P = p1 ×  

× p2 × p3 × p4 × p5 = 37778931511113441116160. 

Необходимо промасштабировать коэффици-

ентом K = 33053.  

Для заданных модулей и коэффициента мас-

штабирования заранее рассчитываются: 
K

P   

33053
3777893151111344111616037778931511113441116160    

13863.  

Применяя формулу (11), вычислим iP : 
 

1

1

2

2

3

3

4

4

37778931511113441116160

32765

1153027056649273344,

37778931511113441116160

32767

1152956679314964480,

37778931511113441116160

32768

1152921493869428745,

37778931511113441116160

P
P

p

P
P

p

P
P

p

P
P

p

 



  



  



 

5

5

32769

1152886310571376640,

37778931511113441116160

32771

1152815950416936960.

P
P

p





  

  
 

Веса базисов вычислим по формуле (10). 

Для нашего случая: 
 

3115292149386948745 1(mod32768).m   
 

Вычислить m3 можно, применив метод 

цепных дробей. Приведем описание: 
 

3 3 31(mod ),P m p   

3 1 3( 1) 1(mod ),n

nm F p      (14) 
 

где 0 0 1 0 1 1, 1, ..., n n nF q F q q F q F         

2 ,nF   
 

3
0 1

3

32768
[ , ,

1152921493869428745

p
q q

P
   

2 3 4, , ] [0, 35184371761152, 3640,1, 8],q q q   

1
.

1
35184371761152

1
3640

1
1

8







 

 

Поскольку последний элемент 𝑞4 и индекс 
равен 4, то n = 4. 

Тогда: 
 

4

3 1 1 4 1

3

( 1) 1(mod ) ( 1)

1(mod32768) 1 1(mod32768)

1 3641 1(mod32768) 3641,

n

nm F p F

F

       

    

   

  

3 3 3 1 3 2 3 3 1

3 2 0 1 0 0 1( ( 1) ) 1

1(35184371761152 1) 0) 0

35184371761152 1 3641,

F q F F q F F

q q q q q q q

       

       

    

  

  

3

3

1152921493869428745 3641(mod32768),

3641(mod32768) 3641.

m

m

 

 
  

 

Аналогично вычислим m1, m2, m4, m5, по-
лучим: 

 

m1 = 9784, m2 = 30719, m4 = 2048, m5 = 19344. 
 

Определим ортогональные базисы по фор-
муле (9): 

 

1 1 1 9784 1153027056649273344

11281216722256490397696,

B m P    


 

2 2 2 30719 1152956679314964480

3541767631876393861120,

B m P    


 

3 3 3 3641 1152921493869428745

4197787159178590060545,

B m P    


 

4 4 4 2048 1152886310571376640

2361111164050179358720,

B m P    


 

5 5 5 19344 1152815950416936960

22300071744865228554240.

B m P    


 



Золотарева Н. С. 

Методы масштабирования чисел в модулярной арифметике: 

обзор, разработка и оценка сложности алгоритмов  

 

 

© Золотарева Н. С., 2023 

Тихомиров В. С. 63 

Вычислим i K
P : 

 

1 33053

2 33053

3 33053

4 33053

5 33053

1153027056649273344 5380,

1152956679314964480 9347,

1152921493869428745 3697,

1152886310571376640 28267,

1152815950416936960 9714.

K

K

K

K

K

P

P

P

P

P

 

 

 

 

 

  

 

Вычислим 1

ip
K  : 

 

1

2

3

4

5

1 1

32765

1 1

32767

1 1

32768

1 1

32769

1 1

32771

33053 4892,

33053 22112,

33053 18741,

33053 11423,

33053 4997.

p

p

p

p

p

K

K

K

K

K

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

Вычислим 
i

i i i p
c x m  : 

 

1

2

3

4

5

1 2 3 4

1 1 1 32765

2 2 2 32767

3 3 3 32768

4 4 4 32769

5 5 5 32771

( , , , ) (36, 4, 0, 4, 36),

36 9784 24574,

4 30719 24575,

0 3641 0,

4 2048 8192,

36 19344 8193.

p

p

p

p

p

X x x x x

c x m

c x m

c x m

c x m

c x m

 

    

    

    

    

    

  

 

Тогда, применяя формулу (4): 
 

[ (24574 32765 24575 32767

0 32768 8192 32769 8193 32771)]

[ (0,75 0,74 0 0,24 0,25)] [ 1,98] 1,

lowk    

   

        

 

    

[ (24574 32765 24575 32767

0 32768 8192 32769 8193 32771)]

[ (0,75 0,75 0 0,25 0,25] [ 2] 2.

uppk    

   

        

 

    

 

Поскольку ,low uppk k  это свидетельствует 

о том, что точность вычисления lowS  и uppS  не-

достаточна для однозначного определения k. 

В этом случае вычисляется ранг r(X) [5]. 

Вычислим минимальные числа Mi по фор-
муле (7): 

 

1

2

3

4

(1,1,1,1,1),

(0, 32765, 32765, 32765, 32765),

(0, 0, 32765 32767(mod32768),

32765 32767(mod32769),

32765 32767(mod32771)) (0, 0, 3, 8, 24),

(0, 0, 0, 32765 32767 32768(mod32769),

32765 32767 32768(mod32771))

M

M

M

M





 



 

  

 

5 , 32765 32767 32768

32769(mod 32771)

(0, 0, 0, 32761, 32699),

(0, 0, 0, 0

) (0, 0, 0, 0,144).

M   











 

 

Определим ранги r1, r2, r3, r4, r5 минималь-
ных чисел M1, M2, M3, M4, M5 по формуле (8): 

 

1 1 2 3 4

5

(1,1,1,1,1) 1 1 1 1

1 1 11281216722256490397696

1 35417676231876393861120

1 4197797159178590060545

1 2361111164050179358720

1 22300071744865228554240

75557863022226882232321

(mo

M B B B B

B

         

    

  

  

  

  



d37778931511113441116160) 1,

  

 

тогда 1 = 75557863022226882232321 – r1 ×  
× 37778931511113441116160, выражаем r1: 

 

r1 × 37778931511113441116160 =  
= 75557863022226882232320, 

r1 = 2. 
 

2 1

2 3 4

5

(0, 32765, 32765, 32765, 32765) 0

32765 32765 32765

32765 0 11281216722256490397696

32765 35417676231876393861120

32765 4197787159178590060545

32765 2361111164050179358720

32765 22

M B

B B B

B

   

      

    

  

  

  

  300071744865228554240

(0 1160460161737430044859596800

7306618507205509213579673600)mod

2106024316018529888461488125

(mod37778931511113441116160) 32765,

P



  

 




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тогда 32765 = 2106024316018529888461488125 – 
− r2 × 37778931511113441116160, выражаем r2: 

 

r2 × 37778931511113441116160 =  
= 2106024316018529888461455360, 

r2 = 55746. 
 

3 1 2

3 4 5

(0, 0, 3, 8, 24) 0 0

3 8 24

0 11281216722256490397696

0 35417676231876393861120

24 22300071744865228554240

(0 0 12593361477535770181635

18888889312401434869760

5352017218767654853

M B B

B B B

     

      

  

  

  

   

 

 01760)mod

566683972666702690353155

(mod37778931511113441116160)

1073610755,

P 







 

 

тогда 1073610755 = 
= 566683972666702690353155 − r3 × 
× 37778931511113441116160, выражаем r3: 

 

r3 × 37778931511113441116160 =  
= 566683972666701616742400, 

r3 = 15. 
 

4 1 2

3 4 5

(0, 0, 0, 32761, 32699) 0 0

0 32761 32699

(0 11281216722256490397696

0 35417676231876393861120

0 4197787159178590060545

32761 2361111164050179358720

32699 22300071744865228554240)m

M B B

B B B

     

      

  

  

  

  

  od

(0 0 0 77352362845447925971025920

729190045985348108495093760)mod

806542408830796034466119680

(mod37778931511113441116160)

35180077219840,

P

P



    

 







  

 

тогда 35180077219840 = 
= 806542408830796034466119680 − r4 × 
× 37778931511113441116160, выражаем r4: 

 

r4 × 37778931511113441116160 =  
= 806542408830760854388899840, 

r4 = 21349. 
 

5 1 2

3 4 5

(0, 0, 0, 0,144) 0 0

0 0 144

(0 11281216722256490397696

0 35417676231876393861120

0 4197787159178590060545

0 2361111164050179358720

144 22300071744865228554240)mod

(0 0 0 0 3211

M B B

B B B

P

     

      

  

  

  

  

  

     210331260592911810560)

mod 3211210331260592911810560

(mod37778931511113441116160)

1152815950416936960,

P 





  

 

тогда 1152815950416936960 = 

= 3211210331260592911810560 − r5 × 

× 37778931511113441116160, выражаем r5: 
 

r5 × 37778931511113441116160 =  

= 3211209178444642494873600, 

r5 = 85. 
 

Далее найдем ранг числа X = (36, 4, 0, 4, 36). 

Проведем обнуление остатка x1 = 3 по пер-

вому модулю p1 = 32765. 

Сложим число X с M1: 
 

X + M1 = (36, 4, 0, 4, 36) + (1, 1, 1, 1, 1) = 

= (37, 5, 1, 5, 37). 
 

Ранг суммы определяется по формуле (6): 
 

36 1
( 2) 9784

32765

4 1 0 1
30719 3641

32767 32768

4 1 36 1
2048 19344

32769 32771

( 2) (37 9784 5 30719 1 3641

5 2048 19344 37) 2 1245212

1245210.

A

A

A

A

r r

r

r

r

  
     

 

    
       
   

     
       
    

        

       

 

  

 

Так как остаток 1 3x   числа (36, 4, 0, 4, 36) 

не обнулился, сложим два числа: 
 

(37, 5, 1, 5, 37) + (1, 1, 1, 1, 1) = 

= (38, 6, 2, 6, 38). 
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Ранг суммы двух чисел определим следую-

щим образом: 
 

1

37 1
( 2) 9784

32765

5 1 1 1
30719 3641

32767 32768

5 1 37 1
2048 19344

32769 32771

2 1245210 (38 9784 6 30719

2 3641 6 2048 19344 38)

2 1245210 131074

A

A

A

r r r

r

r

  
      

 

    
       
   

     
       
    

       

      

    8 2555956.Ar 

 

 

Аналогично, продолжая обнуление остатка 

1 3x  , в конечном итоге получим число (0, 

32733, 32729, 32733, 32765), r = rA + 55674. 

Обнуление остатка 2 4x   по второму мо-

дулю p2 = 32767 числа (0, 32733, 32729, 32733, 

32765). 

Сложим два числа: 
 

(0, 32733, 32729, 32733, 32765) + M2 = 

= (0, 32733, 32729, 32733, 32765) + 

+ (0, 32765, 32765, 32765, 32765) = 

= (0, 32731, 32726, 32739, 32759). 
 

Ранг суммы двух чисел определим следую-

щим образом: 
 

0 0
( 55674) 55746 9784

32765

32733 32765
30719

32767

32729 32765
3641

32768

32733 32765
2048

32769

32765 32765
19344 ( 55674)

32771

55746 (0 9784 32731 30719

A

A

r r

r

  
      

 

 
   
 

 
   
 

 
   
 

  
     
  

    

32726 3641 32729 2048 32759 19344)

( 55674) 55746 1825338043

1825226623.

A

A

r

r



      

    

 

  

Аналогично, продолжая обнуление остатка 

2 4,x   в конечном итоге получим число (0, 0, 

15, 40, 120), r = rA + 39. 

В конечном итоге необходимо провести 

обнуление всех остатков числа X. 

Для остатка 3 0x   получим число (0, 0, 0, 

32761, 32699), r = rA + 21313. 

Для остатка x4 = 4 получим число (0, 0, 0, 

0, 144), r = rA + 49. 

Для остатка x5 = 36 получим число (0, 0, 0, 

0, 0), r = rA − 37. 

Применяя формулу (12), получим: 
 

rA – 37 = −1, 

rA = 36. 
 

Ранг связан с искомым k следующим соот-

ношением (5): 
 

36 9784 4 30719
36

32765 32767

0 3641 4 2048 36 19344

32768 32769 32771

36 ([10,75 3,74 0 0,24 21,25])

36 34 2.

k
     

       
   

        
        
      

      

  

 

 

Следовательно, k = 2. Найдем 
K

X  по фор-

муле (13): 
 

33053

33053 33053

33053 33053

33053 33053 33053

33053

33053

5380 24574

9347 24575 3697 0

28267 8192 9714 8193

2 37778931511113441116160

29173 17228 0 26999 28231 8102

93529 27423.

K
X   

    

    

 

      

 

  

 

Вычислим масштабированные остатки yi  

в соответствии с формулой (15): 
 

1 .
i i

i

i i K p p
p

y x X K      (15) 

 

1 32765 32765
36 27423 4892 31646,y       

2 32767 32767
4 27423 22112 31640,y      
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3 32768 32768
0 27423 18741 31637,y      

4 32769 32769
4 27423 11423 31634,y      

5 32771 32771
36 27423 4997 31628,y      

 

Таким образом, Y = (31646, 31640, 31637, 

31634, 31628) = 129941 = .
4294967296

33053

 
 
 

  

Метод с применением расширения си-

стемы оснований. 

Для того, чтобы воспользоваться вторым 

методом, необходимо рассмотреть немодуль-

ную операцию расширения системы основа-

ний [11, 12]. 

Задачу расширения системы оснований 

можно сформулировать следующим образом: 

найти остаточное представление числа по но-

вому основанию (новым основаниям), если 

известно представление числа по другим  

основаниям, то есть найти остаток от деления 

на число, если известны остатки от деления 

на другие числа [14, 15].  

Одним из путей решения поставленной за-

дачи является перевод числа из МСС в обобщен-

ную позиционную систему счисления  (ОПСС) 

с дополнительным финальным шагом.  

Расширение системы оснований с помо-

щью характеристик ОПСС. 

Пусть МСС состоит из оснований p1, p2, …, 

pn. Объем диапазона этой системы будет равен 

P = p1 × p2 × … × pn. Добавим к числу основа-

ний МСС новое основание p(n +1 ). Объем диа-

пазона этой системы равен ρ = p1 × p2 × … ×  

× p(n + 1). Тогда любое число X из диапазона  

[0; ρ) в ОПСС представимо в виде [15]: 
 

1 1 2 1 2

1 3 1 2 2 1 1

... ...

... .

n n n

n

X a p p p a p p

p a p p a p a





         

       
 

 

Если число X будет лежать в первоначаль-

ном диапазоне [0; P), то в ОПСС цифра a(n + 1) = 

= 0. Этот факт и используется для получения 

остатка от деления числа X на новое основа-

ние МСС p(n + 1). 

Пусть число X имело представление (α1, 

α2, …, αn) по основаниям p1, p2, …, pn. Доба-

вим новое основание p(n + 1), тогда число

1
1 2α , α , , ),( α

n
n p

x x


   в системе осно- 

ваний p1, p2, …, pn, p(n + 1), где 
1np

x


 – остаток 

от деления числа x на 1np  , то есть искомая 

цифра по новому основанию.  

Для определения этой цифры рассмат- 

риваем алгоритм перевода числа из МСС  

в ОПСС, включая проводимые операции  

неизвестную цифру 
1np

x


. При этом после-до-

вательно будем получать цифры ОПСС  

a1, a2, …, an и выражения для цифры a(n + 1).  

Но так как по предположению число X ∈ [0; P), 

то цифра a(n + 1) = 0. Из полученного соотноше-

ния и определяем искомую цифру 
1np

x


 [16].  

Вернемся к операции масштабирования 

чисел с применением расширения системы 

оснований. Масштабирование модулярных 

чисел выполняется на основании общего ал-

горитма масштабирования: пусть K – коэф-

фициент масштабирования; Y – результат 

масштабирования числа X коэффициентом 

K; тогда результат масштабирования вычис-

ляется по формуле: 
 

,K
X X

Y
K


   (16) 

 

где 
K

X  – остаток от деления числа X по мо-

дулю K [15]. 

Для случая масштабирования модулярных 

чисел коэффициентом, взаимно простым с ос-

нованиями МСС, используется итерацион-

ный алгоритм на основе алгоритма, предло-

женного сингапурскими и австралийскими 

учеными [7–9]. 

1. Определение 
K

X , или так называемый 

этап расширения системы оснований, – полу-

чение остатка 
1np

x


 от деления числа, пред-

ставленного в МСС остатками x1, x2, …, xn  

по модулям p1, p2, …, pn, на число p(n + 1) = K. 

2. Непосредственно масштабирование по каж-

дому модулю выполняется по формуле (15): 
 

1 ,
i i

i

i i K p p
p

y x X K     

 

где 1

ip
K   – мультипликативная инверсия по 

модулю pi коэффициента K [9].  
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Пример 2. Пусть задана МСС p1 = 32765, 

p2 = 32767, p3 = 32768, p4 = 32769, p5 = 32771 

и число X = (36, 4, 0, 4, 36). Мощность  

диапазона модулярной системы счисления 

равна P = p1 × p2 × p3 × p4 × p5 = 

= 37778931511113441116160. Необходимо про-

масштабировать коэффициентом K = 33053. 

На первом этапе расширим систему осно-

ваний p1 = 32765, p2 = 32767, p3 = 32768, p4 = 

= 32769, p5 = 32771 числом p(n + 1) = K = 33053. 

Тогда число X в расширенной системе осно-

ваний будет иметь вид X = (36, 4, 0, 4, 36, 

|x|33053). 

Предварительно необходимо вычислить 

константы tkj, используя формулу: 
 

1
,

j

kj

p

t
pk

   (17) 

 

2

12

327671

1 1
16383.

32765
p

t
p

     

 

Опишем как вычислить 
32767

1
.

32765
 Эта за-

пись равносильна 
1

(mod32767).
32765

 Введем 

следующее обозначение: 
 

1

1 2

1
,

1(mod ).

x
p

p x p



 

 

 

То есть 1 1 .p x m    

Тогда:  
 

1
.

32765
x  

 

Вычислим сравнение:  
 

32765 1(mod32767).x   
 

Здесь можно воспользоваться алгоритмом 

цепных дробей. 
 

1
1 ,

1
16382

2





 

   0 1 2

32767
, , 1,16382, 2 ,

32765
q q q    

n = 2, так как q2 последний элемент, 
 

1 2

2

2 1

1

( 1) 1(mod )

( 1) 1(mod32767)

1 1(mod32767) 16383(mod32767)

16383,

n

nx F p

F

F





    

    

    



  

1 0 1 1 1 16382 1 16383.F q q         
 

Вернемся к нашему сравнению: 
 

32765 1(mod32767).x   
 

Подставим x = 16383: 
 

32765 16383 1(mod32767),

536788995 1(mod32767).

 


 

 

Действительно, 536788995 1 32767.   

То есть: 
 

2

12

327671

1 1
16383.

32765
p

t
p

    

 

Далее аналогично находим остальные кон-

станты tkj. 
 

12 13

32767 32768

14 15

32769 32771

16 23

33053 32768

24 25

32769 32771

26 34

33053

1 1
16383; 21845;

32765 32765

1 1
8192; 27309;

32765 32765

1 1
28118; 32767;

32765 32767

1 1
16384; 24578;

32767 32767

1
10748;

32767

t t

t t

t t

t t

t t

   

   

   

   

 
32769

35 36

32771 33053

45 46

32771 33053

56

33053

1
16384;

32768

1 1
21847; 14149;

32768 32768

1 1
16385; 21531;

32769 32769

1
28013.

32771

t t

t t

t

 

   

   

    
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Константы tkj запишем в виде матрицы k × j: 
 

0 16383 21845 8192 27309 28118

0 0 32767 16384 24578 10748

.0 0 0 16384 21847 14149

0 0 0 0 16385 21531

0 0 0 0 0 28013

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

Далее найдем a1, a2, a3, a4, a5, a6 по форму-

лам (18): 
 

1 1 1

2 2 1 12 2

3 3 1 13 2 23 3

1 1 2 1

1

α (mod ),

(α ) (mod ),

((α ) ) (mod ),

((...(α ) ) )

(mod ).

n n n n

n n n

a p

a a t p

a a t a t p

a a t a a

t p







  

    

     



  (18) 

 

1
1 2 3 4 5

33053

(α , α , α , α , α , )

(36, 4, 0, 4, 36, ),

np
X x

x



 


 

1 2 3 4

5 6

32765, 32767, 32768, 32769,

32771, 33053.

p p p p

p p

   

 
  

 

1 1 1α (mod ) 36(mod32765) 36,a p    

2 2 1 12 2(α ) (mod ) (4 36)

16383(mod32767) 524256(mod32767) 16,

a a t p     

   
 

3 3 1 13 2 23 3((α α ) ) (mod )

((0 36) 21845 16) 32767(mod32768)

25769148412(mod32768) 4,

a t a t p     

     

  

 

4 4 1 14 2 24 3 34 4(((α α ) ) ) ) )(mod )

(((4 36) 8192 16) 16384 4)

16384)(mod32769) 70373039210496

(mod32769) 0,

a t a t a t p       

      

  



 

5 5 1 15 2 25 3 35 4

45 5

((((α ) ) ) ) ) )

)(mod ) (((36 36) 27309 16)

24578 4) 21847) 0) 16385)(mod32771)

140769703034940(mod32771) 0.

a a t a t a t a

t p

        

     

     

  

 

 

Запишем результат в виде табл. 1. 

 

Таблица 1 

Промежуточные вычисления расширения системы оснований 
 

Действия 
Модули Цифры 

ОПСС p1 = 32765 p2 = 32767 p3 = 32768 p4 = 32769 p5 = 32771 p6 = 33053 

x − a1 
36 

36 

4 

36 

0 

36 

4 

36 

36 

36 

|x|33053 

36 
a1 = 36 

x − a1 × t1j 0 
32735 

16383 

32732 

21845 

32737 

8192 

0 

27309 

|x|33053 − 36 

28118 
 

x1 − a2  
16 

16 

12 

16 

8 

16 

0 

16 

28118|x|33053 + 

+ 12395 

16 

a2 = 16 

x1 − a2 × t2j  0 
32764 

32767 

32761 

16384 

32755 

24578 

28118|x|33053 + 

+ 12379 

10748 

 

x2 − a3   
4 

4 

4 

4 

4 

4 

8685|x|33053 + 

+ 11167 

4 

a3 = 4 

x2 − a3 × t3j   0 
0 

16384 

0 

21847 

8685|x|33053+ 

+ 11163 

14149 

 

x3 − a4    
0 

0 

0 

0 

26064|x|33053 + 

+ 18053 

0 

a4 = 0 

x3 − a4 × t4j    0 
0 

16385 

26064|x|33053 + 

+ 18053 

21531 

 

x4 − a5     0 

10150|x|33053 + 

+ 28916 

0 

a5 = 0 
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Окончание табл. 1 

Действия 
Модули Цифры 

ОПСС p1 = 32765 p2 = 32767 p3 = 32768 p4 = 32769 p5 = 32771 p6 = 33053 

x4 − a5 × t5j      

10150|x|33053 + 

+ 28916 

28013 

 

x5      
10044|x|33053 + 

+ 27090 

a6 =  

= 10044|x|33053 + 

+ 27090 

Примечание: составлено автором на основании данных, полученных в исследовании. 

 

Поскольку a6 = 0, то 10044|x|33053 + 27090 = 

= 0, 1044|x|33053 = −27090, |x|33053 = 27423. 

Расширенное представление числа X = 

= 4294967296 = (36, 4, 0, 4, 36, |x|33053) = (36, 4, 

0, 4, 36, 27423) по основаниям p1 = 32765, p2 = 

= 32767, p3 = 32768, p4 = 32769, p5 = 32771,  

p6 = 33053. 

Таким образом, |X|K = 27423. 

На втором этапе вычислим масштабирован-

ные остатки yi в соответствии с формулой (15). 

Для этого вычислим 1

ip
K  : 

 

1

1 1

32765
33053 4892,

p
K      

2

1 1

32767
33053 22112,

p
K     

3

1 1

32768
33053 18741,

p
K     

4

1 1

32769
33053 11423,

p
K     

5

1 1

32771
33053 4997.

p
K     

Тогда: 
 

1 32765 32765
36 27423 4892 31646,y      

2 32767 32767
4 27423 22112 31640,y      

3 32768 32768
0 27423 18741 31637,y      

4 32769 32769
4 27423 11423 31634,y      

5 32771 32771
36 27423 4997 31628,y      

 

Таким образом, Y = (31646, 31640, 31637, 

31634, 31628) = 129941 = .
4294967296

33053

 
 
 

  

 
РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ 

На высокоуровневом языке программиро-

вания Python разработаны алгоритмы выпол-

нения рассмотренных выше немодульных 

операций. Ниже приведены фрагменты алго-

ритмов и результаты их работы (рис. 1–3). 

 

 
 

Рис. 1. Результаты работы алгоритма «Масштабирование чисел в МСС» 
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Примечание: составлено автором на основании данных, полученных в исследовании. 

 
 

Рис. 2. Результаты работы алгоритма «Вычисление ранга числа» 

Примечание: составлено автором на основании данных, полученных в исследовании. 

 

 
 

Рис. 3. Результаты работы алгоритма «Расширение системы оснований с помощью характеристик ОПСС» 

Примечание: составлено автором на основании данных, полученных в исследовании. 

 

Сравнение математического описания и ре-

зультатов разработанных алгоритмов показы-

вают их совпадение, что подтверждает вер-

ность проведенных вычислений.  

На третьем этапе была проведена оценка 

сложности разработанных алгоритмов.  

Основным критерием эффективности ме-

тодов выполнения немодульных операций  

в МСС является оценка асимптотической 

сложности – оценка сложности алгоритма  

с использованием предельного перехода при 

стремлении к бесконечности размерности 

входных данных. 

В данной работе для обозначения оценки 

сложности алгоритмов используется O-нотация. 

O-нотация определяет функцию, которая пока-

зывает, как будет изменяться вычислительная 

сложность алгоритма с изменением количества 

входных данных в худшем случае. Вычисли-

тельная сложность показывает, как изменится 

время исполнения и объем занятой памяти в за-

висимости от размера входных данных. 

Введем обозначения: O(n) – оценка коли-

чества операций, где n – количество модуляр-

ных оснований на входе алгоритма (m – мак-

симальное основание МСС). В работе количе-

ство модулярных оснований равно 5, то есть 

n = 5, максимальное основание МСС m = 

= 32771. Отразим это в табл. 2. 

 
Таблица 2 

Оценка сложности методов выполнения немодульных операций в МСС 
 

Операции Оценка количества Общая сложность метода 

Масштабирование чисел в МСС с использованием интервальных оценок 

Вычисление мультипликативной инверсии O(n) сложностью O(log2(m)) 

O(n × log2(m)) 
Деление по модулю O(n) 

Умножение O(n) 

Сложение O(n) 

Масштабирование чисел в МСС с применением расширения системы оснований 

Вычисление мультипликативной инверсии O(n2) сложностью O(log2(m)) 

O(n2 × log2(m)) Деление по модулю O(n2) 

Умножение O(n2) 
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Сложение O(n2) 

Окончание табл. 2 
Операции Оценка количества Общая сложность метода 

Расширение системы оснований с помощью характеристик ОПСС 

Деление по модулю O(n2) 

O(n2 × log2(m)) 
Умножение O(n2) 

Сложение O(n2) 

Вычисление мультипликативной инверсии O(n2) сложностью O(log2(m)) 

Вычисление ранга числа 

Умножение O(n) 

O(n2) 
Деление по модулю O(n2) 

Умножение O(n2) 

Сложение O(n2) 

Примечание: составлено автором на основании данных, полученных в исследовании. 

 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

Рассмотрены алгоритмы масштабирова-

ния чисел в модулярной системе счисления. 

Алгоритмы используют произвольные набо-

ры модулей, обеспечивающих вычисления  

в большом динамическом диапазоне. В каче-

стве примера набора оснований МСС вы-

браны числа p1 = 32765, p2 = 32767, p3 = 

= 32768, p4 = 32769, p5 = 32771 с мощностью 

диапазона P = 37778931511113441116160. Вы-

числительный диапазон близок к значению 

275 = 37778931862957161709568. Для интер-

претации результатов исследования на прак-

тике взяты числа A = 232 = 4294967296 = (36, 

4, 0, 4, 36), B= 230 = 1073741824 = (9, 1, 0, 1, 9). 

Первый алгоритм масштабирования чисел 

в МСС применяется для коэффициентов мас-

штабирования произвольного вида, взаимно 

простых с основаниями МСС. Отличие его  

от известных алгоритмов состоит в использо-

вании новой процедуры определения остатка  

от деления масштабируемого числа на коэффи-

циент масштабирования, основанной на прин-

ципах интервальной арифметики [5]. Второй 

метод с расширением системы модулярных 

оснований более традиционный. Сравнивая 

оценки сложности методов, делаем вывод, 

что метод с использованием интервальных 

оценок является более эффективным. 
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