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Аннотация. В статье рассмотрены задачи моделирования таблицы, включающей количество 

противоборствующих сторон и процесс группового преследования множества целей, каждая ячейка ко-

торой является структурированной переменной, содержащей информацию о прогнозируемом времени 

достижения i-м преследователем j-й цели. Для каждого распределения из конечного множества пресле-

дователей по целям выбирается минимальное из допустимых максимальных значений времен достиже-

ний целей преследователями. Рассмотренные задачи, основанные на моделях поведения реальных объ-

ектов, могут быть использованы в пакетах имитационного моделирования, виртуального моделирования 

игровых процессов или транспортной логистики, а также быть востребованными при создании в систе-

мах виртуальной реальности моделей доставки почтовых грузов дронами в оптимизированной hub-сети. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Сложные задачи динамического програм-

мирования в теории управления возможно  

решать путем их разбиения на менее слож-

ные. Идея динамического программирования 

использовалась для поиска оптимальных тра-

екторий при формировании таблицы дости-

жения преследователями целей по принципу 

перебора всевозможных комбинаций, из ко-

торых выбирается комбинация минимального 

значения критерия из формируемого множе-

ства с максимальным значением. 



 

Вестник кибернетики. 2023. Т. 22, № 2 

Proceedings in Cybernetics. 2023. Vol. 22, No. 2 

 

 

© Дубанов А. А., 2023 

Сёмка Э. В., Буслаев А. Б., 2023  22 

Рассмотрим групповое преследование мно-

жества целей: N преследователей догоняют M 

целей. Сформируем таблицу распределения 

преследователей по строкам, а целей – по 

столбцам (табл. 1). 

 

Таблица 1 

Распределение преследователей по целям 
 

Преследователь 
Предполагаемое время  

достижения цели 1 

Предполагаемое время  

достижения цели 2 

Предполагаемое время  

достижения цели 3 

1 t11 t12 t13 

2 t21 t22 t23 

3 t31 t32 t33 

4 t41 t42 t43 

Примечание: составлено автором на основании данных, полученных в исследовании. 

 

Например, в каждой ячейке табл. 1 можно 

рассчитывать прогнозируемое время дости-

жения i-м преследователем j-й цели – tij. 

Каждая ячейка табл. 1 содержит значения 

векторов скоростей, угловые скорости пре-

следователя и цели, прогнозируемое время 

достижения tij, координаты положения в про-

странстве преследователя и цели. 

В каждой полученной выборке Ak следует 

найти максимальное значение времен дости-

жений max{ }k ijt t . Допустим, в указанной 

выборке следует найти максимальное значе-

ние из времен 21 23 32 41{ , , , }t t t t . 

Максимальное значение tk в выборке Ak 

диктуется тем, что все значения, зависящие от 

векторов скоростей преследователей и целей, 

а также их допустимых угловых скоростей, 

можно изменить в сторону увеличения до зна-

чения параметра tk.  

В выборке Ak возможно повышение 

остальных значений времен достижения пре-

следователями целей tij до значения tk за счет 

векторов скоростей преследователя и цели, 

значений угловых скоростей.  

Когда будет получен массив выборок {Ak} 

с соответственными значениями времен {tij}, 

следует найти минимальное время min min{ }kt t . 

Таким образом, будет получено оптимальное 

время группового достижения множества це-

лей одновременно. 

В работах [1–3] рассматривались основные 

положения теории игр, в работах [4, 5] –  

вопросы наведения на цель, в работах [6–10] – 

подходы к групповому поведению как пре-

следователей, так и целей. 

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 

Предполагается, что таблица распределе-
ния преследователей по целям будет строиться 
на каждом дискретном промежутке времени,  
а в каждой ячейке таблицы будет храниться 
информация о методе преследования. Обнов-
ление предполагаемых времен достижения це-
лей в табл. 1 предполагается через каждый 

дискретный промежуток времени t  (рис. 1). 
На рис. 1 представлена блок-схема алго-

ритма функции расчета следующего шага  
и вектора скорости движения преследователя. 

На рис. 2 представлена блок-схема функ-
ции расчета времени и расстояния достиже-
ния преследователем цели. Переменная ε – 
это пороговое значение расстояния от пресле-
дователя до цели, при достижении которого 
цель считается достигнутой. 

В случае, когда цель движется по предопре-
деленной траектории, блок-схема, представ-
ленная на рис. 2, может дать оценку времени tij 
достижения i-м преследователем j-й цели.  
В качестве выходного параметра функции, 
представленной на рис. 2, может служить ко-
личество итераций процесса преследования 
Nit. Значение Nit количества итераций является 
выходным параметром функции расчета вре-
мени и расстояния достижения преследовате-
лем цели. 

В случае, когда цель предпринимает ответ-
ные шаги, чтобы избежать достижения, оце-
нивать время предлагается иначе. Для этого 
прогнозируемые траектории требуется стро-
ить как составные из сегментов прямых, дуг 
окружностей, квадратных и кубических пара-
бол и других известных линий, чтобы не ре-
шать в расчетном цикле краевых задач.  
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Рис. 1. Блок-схема расчета фазовых координат преследователя на следующем шаге 

Примечание: составлено автором на основании данных, полученных в исследовании. 

 

 
 

Рис. 2. Блок-схема функции расчета времени и расстояния достижения преследователем цели 

Примечание: составлено автором на основании данных, полученных в исследовании. 

 

В представленной модели группового пре-

следования дискретный промежуток времени 

равен 0,02t  , скорости преследователей 

равны 20, 20 и 22 m
s , скорости целей равны 

15 и15 m
s . Процесс преследования происхо-

дит в области    30 30 30 30   , измерение 

производится в метрах. 

В описанной модели группового пресле-

дования в качестве примера используется 

модифицированный метод параллельного 

сближения. Предположительно, метод по-

гони используется, если преследователь 

оснащен устройством самонаведения, а ме-

тод параллельного сближения предпочти-

тельней для наведения по GPS. 

Предполагается, что матрица распределе-

ния ij , где 1... , 1...i N j M   преследова-

телей по целям будет строиться на каждом 

дискретном промежутке времени. В каждой 

ячейке матрицы ij  будет храниться инфор-

мация о методе преследования. На основании 

этой информации будет происходить обраще-

ние к библиотеке функций расчета управляю-

щих векторов u  (табл. 2). 

Ввод текущих координат преследователя , вектора текущей скорости преследователя , допустимой углового вращения пресле-

дователя , управляющего вектора , дискретного промежутка времени  

Перевод в локальную систему координат, образованной вектором  в качестве абсциссы, с началом в точке нахождения преследова-

теля , вектора скорости преследователя . В локальной системе координат вычисляется угол α между направлением скорости  

и управляющим вектором  (абсциссой локальной системы координат) 

 
1 0 

  

Перевод значений  обратно в мировую систему координат Перевод значений  обратно в мировую систему координат 

Конец 

Начало Обращение к библиотеке расчетов управляющих векторов  

Обращение к функции расчета фазовых координат преследователя  

Ввод текущих фазовых координат цели  

 

Начало 

Конец 

Вычисление расстояния между преследователем и целью   Ввод начальных фазовых координат преследователя и цели 

Вычисление расстояния между преследователем  

и целью  

0 

1 
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Настоящая библиотека расчетов управля-
ющих векторов содержит методы погони на 
плоскости, в пространстве и на поверхности, 
которые рассчитываются: 

- методы параллельного сближения – на 
плоскости, в пространстве и на поверхности; 

- методы пропорционального сближения – 
на плоскости и в пространстве; 

- трехточечные методы – на плоскости  
и в пространстве; 

- модифицированные методы погони – на 
плоскости и в пространстве, когда управление 
преследователем может производиться изме-
нением допустимой кривизны траекторий; 

- модифицированные методы параллельного 
сближения – на плоскости и в пространстве. 

Модификация методов параллельного 
сближения и погони позволяет строить сеть 
прогнозируемых траекторий, которые допус-
кают различные краевые условия. 

 

Таблица 2 
Методы преследования цели, движущейся по определенной траектории 

 

№ Метод преследования: расчет управляющего вектора Графическое описание метода 

1 

Метод погони на плоскости и пространстве: 
 

,
| |

i i

i

i i

T P
u

T P





 

 

iT  – точка положения цели, 

iP  – точка положения преследователя [11]  

2 

Метод параллельного сближения на плоскости: 
 

| |

K P
u

K P





, 

 

T – точка положения цели, 
P – точка положения преследователя, 
K – точка на окружности Аполлония однозначно опре-

делена точками P, T и вектором скорости цели TV  [12] 

 

3 

Метод параллельного сближения в пространстве: 
 

| |

K P
u

K P





, 

 

T – точка положения цели,  
P – точка положения преследователя,  
K – точка на окружности Аполлония, окружность Апол-
лония лежит в плоскости  , образованной точками P, 

T и вектором скорости цели TV . В приведенном при-

мере показан случай, когда вектор скорости преследо-
вателя направлен произвольно. По истечении некото-
рого времени, скорость преследователя направлена  
в точку на окружности Аполлония [13] 

 

4 

Метод погони на поверхности: 
 

1

1

,
| |

i i

i

i i

P P
u

P P









 

 

где 
1iP
 – есть результат пересечения поверхности 

( , )z f x y , плоскости *

i i iP P T  и сферы 
iS  с центром  

в точке iP  и радиуса | |TV t  . Точка *

iP  – ортогональ-

ная проекция точки 
iP  на плоскость XY . Выразить 

управляющий вектор необходимо, чтобы производить 
унифицированное обращение к библиотеке [14] 

 

https://youtu.be/PAu9Qg1dySM
https://youtu.be/hGieKXNiuz8
https://youtu.be/8nDUSi3ENB4
https://youtu.be/sU724Db_VMk
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Продолжение табл. 2 
№ Метод преследования: расчет управляющего вектора Графическое описание метода 

5 

Метод параллельного сближения на поверхности: 
 

1

1

,
| |

i i

i

i i

P P
u

P P









 

 

где 
1iP
 – есть результат пересечения поверхности 

( , )z f x y , плоскости *

1 1 1i i iP P T  
 и сферы 

iS   

с центром в точке 
iP  и радиуса | |TV t  . Точка  

*

1iP
 – ортогональная проекция точки 

1iP
 на плоскость 

XY . Выразить управляющий вектор необходимо, 

чтобы производить унифицированное обращение  

к библиотеке. Однопараметрическое семейство плос-

костей 
i  параллельное друг другу [15] 

 

6 

Метод пропорционального сближения: 
 

θ φ
,

d d
k

dt dt
   

2 2 2

1 1

1

| | | | | |
φ arccos ,

2 | | | |

i i i i

i i

T T T T

T T

 



   
   

  
 

2 2 2

1 1

1

| | | | | |
θ arccos ,

2 | | | |

i i i i

i i

T T T T
k

T T

 



   
    

  
 

2 2 2

1 1

1

1
2 2 2

1 1

1

| | | | | |
cos arccos

2 | | | |
,

| | | | | |
sin arccos

2 | | | |

i i i i
P

i i

i

i i i i
P

i i

T T T T
V t k

T T
P

T T T T
V t k

T T

 





 



     
          

  
     

          

 

1

1| |

i i
i

i i

P P
u

P P









 

 

7 

Трехточечный метод сближения: 
 

2 2

1 1

11 1

( ) ( )
, .

| |(1 τ) τ

i i i i i

i

i ii i

P P V t P P
u

P PP Q T

 

 

   


    
 

 

Применение метода удобно, когда цель движется по 

баллистической траектории  

8 

Модификация метода параллельного сближения на 

плоскости: строится сеть параллельных линий 
 

1 1( ) ( ) ,i i i if s f s T T     
 

где s – длина дуги линии, 

Ti – массив опорных точек траектории цели.  

Решение уравнения 2 2

1( ( ) ) ( )i i Pf s P V t     относи-

тельно параметра s позволит найти значение s*, которое 

будет соответствовать *

1 1( )i iP f s  . 
 

1

1

.
| |

i i

i

i i

P P
u

P P









 

 

В качестве семейства линий ( )if s  могут служить линии 

произвольной конфигурации [16] 

 

 

 

https://youtu.be/06qgINE4j8U
https://www.youtube.com/watch?v=qNXdykK21Z8
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Окончание табл. 2 
№ Метод преследования: расчет управляющего вектора Графическое описание метода 

9 

Модификация метода параллельного сближения на 

плоскости: строится сеть ( )if s , где s – длина дуги ли-

нии, Ti – массив опорных точек траектории цели. Вы-

полняется условие, что конец линии ( )if s  проходит че-

рез точку Ti, а точка Pi инцидентна линии ( )if s , дру-

гими словами, используется в качестве лекала. Решение 

уравнения 2 2

1( ( ) ) ( )i i Pf s P V t     относительно пара-

метра s позволит найти значение s*, которое будет соот-

ветствовать *

1 1( )i iP f s  . 

1

1

.
| |

i i

i

i i

P P
u

P P









  

В качестве семейства линий ( )if s  могут служить линии 

произвольной конфигурации [17] 

 

Примечание: составлено автором на основании данных, полученных в исследовании. 

 

В примере группового преследования (рис. 3) 

сформированы матрицы 
ij , где 1... 3,i   

1... 2,j   соответствующие возможным вы-

боркам , 1... 6kA k   (табл. 3). Затем следует 

обращение, чтобы найти максимальное зна-

чение max{ }k ijt t . После расчетов времен 

достижения получено, что наибольшим вре-

менем достижения обладает преследователь 

1P , настигающий цель 1T  из выборки 2A . 

 

 
 

Рис. 3. Схема группового преследования множества целей 

Примечание: составлено автором на основании данных, полученных в исследовании. 

 

Таблица 3 

Выборки, соответствующие распределению преследователей по целям 
 

П
р

ес
л

ед
о
в

а
т
ел

и
 

 Цели Цели Цели Цели Цели Цели 

 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 

1 x  x  x   x  x  x 

2  x x   x x  x   x 

3  x  x x  x   x x  

Выборки A1 A2 A3 A4 A5 A6 

Примечание: составлено автором на основании данных, полученных в исследовании. 

https://www.youtube.com/watch?v=UQ5bVKjVqZ4
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В ситуации, показанной на рис. 3, все пре-

следователи достигают цели по методу моди-

фицированного метода параллельного сбли-

жения, что соответствует строке 8 табл. 1. 

В примере на рис. 3 показан случай расчета 

одновременного достижения целей. В модели 

преследования, указанной строке 8 табл. 1, 

кривизна траектории не должна быть больше 

определенного значения. Поэтому в модели  

у преследователей P2 и P3 увеличивается пер-

воначальный радиус кривизны траектории, 

что показано на рис. 3.  

Сформирована выборка Ak, в которой пре-

следователь Pi догоняет Tj. Далее происходит 

первичная оценка времени достижения tij. 

Оценка времени tij в данном примере проис-

ходит в вычислении длины прямолинейного 

участка до цели и в вычислении длины дуги со-

прягаемой окружности допустимого радиуса. 

Затем производится выбор максимального 

значения max{ }k ijt t . Увеличение времени tij 

до значения tk в данной модели происходит  

за счет увеличения у преследователя Pi ради-

уса сопрягаемой окружности со значения ri  

до значения δ .i ir r    

Рис. 4 дополнен анимированным изобра-

жением, где показан процесс группового пре-

следования множества целей [18]. 

 

 
 

Рис. 4. Модель группового преследования 

Примечание: составлено автором на основании данных, полученных в исследовании. 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ 

Одним из результатов работы можно счи-

тать построение модели одновременного  

достижения группы целей для использования, 

например, при проектировании систем авто-

матического слежения и защиты. Предпола-

гается, что методы формирования таблиц рас-

пределения преследователей и целей могут 

быть востребованы при проектировании  

систем виртуальной реальности для игровых 

задач, в которых будет произведено модели-

рование процесса группового преследования, 

убегания, уклонения. Метод динамического 

программирования при формировании таб-

лицы распределения преследователей по целям 

позволит перейти к автоматизированному 

процессу распределения с оптимизацией по 

заданным параметрам. 

 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Моделирование таблицы распределения 

преследователей по целям может использо-

ваться и стороной, представляющей цели, ко-

торая ставит себе задачу не быть достигнутой. 

Предполагается, что таблицу распределе-

ния преследователей по целям возможно  

https://www.youtube.com/watch?app=desktop&v=NNJDJOJT34I
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генерировать в каждый момент времени,  

при этом цели и преследователи могут исче-

зать, могут появляться новые. 

Метод формирования таблицы распреде-

ления преследователей по целям применим 

при проектировании систем виртуальной  

реальности для игровых задач при моделиро-

вании процесса группового преследования, 

убегания, уклонения. 
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