
 

Назин А. Г. 

Модифицированный алгоритм минимизации дизъюнктивной нормальной формы  

 

 

© Назин А. Г., 2023 

Белагина А. А., 2023  87 

Научная статья 
УДК 519.115.4 
DOI 10.35266/1999-7604-2023-2-87-91 

 
МОДИФИЦИРОВАННЫЙ АЛГОРИТМ МИНИМИЗАЦИИ  

ДИЗЪЮНКТИВНОЙ НОРМАЛЬНОЙ ФОРМЫ 
 

Антон Георгиевич Назин 
Сургутский государственный университет, Сургут, Россия 
nazin_ag@surgu.ru 

 
Аннотация. В статье изложен алгоритм, позволяющий осуществить направленный перебор для 

поиска минимальной дизъюнктивной нормальной формы с использованием лексикографического порядка. 
Ключевые слова: простая импликанта, ДНФ, МДНФ, алгоритм, сокращенная ДНФ 
 
Для цитирования: Назин А. Г. Модифицированный алгоритм минимизации дизъюнктивной нор-

мальной формы // Вестник кибернетики. 2023. Т. 22, № 2. С. 87–91. DOI 10.35266/1999-7604-2023-2-87-91. 
 

Original article 
 

A MODIFIED ALGORITHM FOR MINIMIZING THE DISJUNCTIVE NORMAL FORM 
 

Anton G. Nazin 
Surgut State University, Surgut, Russia 
nazin_ag@surgu.ru 

 
Abstract. The article describes an algorithm for a directed search to find the minimum disjunctive 

normal form using the lexicographic order.  
Keywords: prime implicant, DNF, MDNF, algorithm, reduced DNF 
 
For citation: Nazin A. G. A modified algorithm for minimizing the disjunctive normal form. Proceed-

ings in Cybernetics. 2023;22(2):87‒91. DOI 10.35266/1999-7604-2023-2-87-91. 
 

ВВЕДЕНИЕ 

Задача минимизации дизъюнктивной нор-
мальной формы (ДНФ), как известно [1],  
относится к классу NP-полных задач, поэтому 
для ее решения представляет интерес поиск 
алгоритма, который близок по сложности  
к полиномиальному. 

Проблема минимизации ДНФ обсуждается 
в литературе [2]. Для ее решения известны ал-
горитмы двух типов. Это алгоритмы, решаю-
щие задачу точно, и алгоритмы, позволяющие 
найти ДНФ, которые близки к минимальной. 
Приближенные алгоритмы описаны в [3–5],  
а точные – в [6–9]. Описанный в статье алго-
ритм является модификацией алгоритма, 
предложенного автором в работе [10]. 

 

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 

Пусть задана произвольная функция ал-
гебры логики в виде сокращенной дизъюнк-
тивной нормальной формы (СДНФ): 

 

1 1 2( ... ) ... .n mf x x K K K     
 

Пусть с помощью известного метода Квайна – 

Мак-Класки [11] получена ее сокращенная 

ДНФ: ( )

1( ... )s

nf x x  ( ) ( ) ( )

1 2 ... .s s s

lK K K     

Обозначим через  1α ,..., α n

f mN E   

множество вершин гиперкуба, в которых 

1( ... ) 1.nf x x   Составим матрицу T размерно-

сти l на m. Заполним матрицу T. Элемент tij 

положим равным значению i-й простой им-

пликанты в j-й вершине: 
 

( )

( )

1, если (α ) 1 -й вершине
.

0, если (α ) 0 -й вершине

s

ij i j

ij s

ij i j

t K в j
t

t K в j

  
 

 

 

 

Рассмотрим произвольную вершину с но-

мером j из Nf. Условие, что хотя бы одна про-

mailto:nazin_ag@surgu.ru


 

Вестник кибернетики. 2023. Т. 22, № 2 

Proceedings in Cybernetics. 2023. Vol. 22, No. 2 

 

 

© Назин А. Г., 2023 

Белагина А. А., 2023  88 

стая импликанта в этой вершине обращается 

в 1, выглядит как: 
 

1 1.l

i ijt   (1) 
 

Обозначим 
1( ... ),p pI i i p l   – набор но-

меров строк матрицы T, упорядоченный  

по возрастанию. Для всех вершин гиперкуба 

условие (1) примет вид: 
 

1
1

p

m

iji i I
t

 
   . (2) 

 

Заметим, для того чтобы ДНФ, составлен-

ная из простых импликант ( )s

iK , где i пробе-

гает по всем номерам из Ip, реализовала функ-

цию f, то необходимо выполнение условия (2). 

Сформулируем теперь известную задачу 

получения минимальной дизъюнктивной 

нормальной формы (МДНФ) из СДНФ [2]. 

Необходимо найти такой набор номеров 

k lI I  строк матрицы T, для которого бы вы-

полнялось: длина его должна быть мини-

мальна и должно быть верно условие 

1
1

k

m

ijj i I
t

 
   . Тогда 

( )

k

s

ii I
K


  будет МДНФ для 

функции f. 

Пусть k lI I  – произвольный набор но-

меров строк матрицы T (набор номеров 

конъюнкций в СДНФ), для которого  

истинно условие (2). Обозначим через 

 (1) ( )

1 1( ) ,..., k

k k kM I I I   – совокупность всех 

наборов номеров строк матрицы T, содержа-

щихся в Ik и имеющих длину 1k  . ( )kM I  лек-

сикографически упорядочим по возрастанию: 
(1) (2) ( )

1 1 1... ,k

k k kI I I      где (1)

1kI   – наименьший,  

а ( )

1

k

kI 
 – наибольший наборы. Верхний индекс 

обозначает порядковый номер набора в сово-

купности ( )kM I , а нижний – длину набора. 

Определение. 

ДНФ 
( )

k

s

jj I
K


  называется тупиковой ДНФ 

для функции f, если для любого набора 

( )

1 ( )i

k kI M I   верно условие 
( )

1
1

0.
i

k

m

ijj i I

t


 

    

 

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ 

Обратимся к описанию алгоритма, позво-

ляющего найти все МДНФ функции f по ее 

СДНФ. 

Сперва опишем процедуру проверки  

ДНФ на тупиковость. Пусть Il – набор, состо-

ящий из всех номеров строк матрицы T,  

упорядоченных по возрастанию. Для него  

по построению истинно условие (4). Тре- 

буется проверить, является ли ДНФ 
( )

l

s

ii I
K


 ,  

соответствующая набору Il, тупиковой.  

Рассмотрим  (1) ( )

1 1( ) ,..., l

l l lM I I I   – лексико-

графически упорядоченную по возрастанию 

совокупность всех наборов ( )

1 , 1, .i

l lI I i l    

Согласно определению необходимо прове-

рить условие 
( )

1
1

0
i

l

m

ijj i I

t


 

    для всех наборов 

из ( )lM I . Однако не всегда необходимо явно 

проверять условие 
( )

1
1

0
i

l

m

ijj i I

t


 

    для всех 

наборов из ( )lM I  и начинать проверку  

с наименьшего набора. 

Рассмотрим ситуацию, когда явную про-

верку условия можно начинать не с млад-

шего, а с некоторого другого набора  

из ( )lM I . Пусть для 1q   наборов 
(1) (2) ( )

1 1 1... q

l l lI I I      из ( )lM I  истинно условие 

( )
1

1
0

i
l

m

ijj i I

t


 

   . Обозначим совокупность этих 

наборов как 0 ( )lM I . Пусть ( 1)

1 ( )q

l lI M I

   – 

первый по порядку набор, для которого усло-

вие ложно. Это означает, что ДНФ 
( )

l

s

ii I
K


   

не тупиковая. Теперь проверим, является  

ли ДНФ 
( 1)

1

( )

q
l

s

i
i I

K





 , соответствующая набору 

( 1)

1

q

lI


 , тупиковой. Рассмотрим ( 1)

1( )q

lM I 

 

 (1) ( 1) ( 1)

2 2 2,..., ,...,q l

l l lI I I 

    – лексикографически 

упорядоченную по возрастанию совокуп-

ность всех наборов ( ) ( 1)

2 1

i q

l lI I 

  . В этом случае 

можно начинать проверку с набора ( 1)

2

q

lI


 .  

Покажем это, сформулировав сначала 2 вспо-

могательных утверждения. 
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Утверждение 1. 

Любые два соседних набора ( )i

kI  и ( 1)i

kI
   

из одной совокупности 1( )kM I  , 1k l   со-

держат набор 1kI  , который стоит на i-м месте 

в совокупностях ( )( )i

kM I  и ( 1)( ).i

kM I   

Утверждение 2. 

Для любого ( ) ( )

1 ( ),1 , 1,i j

k kI M I j i i k      

справедливо: ( )

1

i

kI 
 принадлежит совокупности 

( 1)( )i

kM I   и занимает в ней j-е место. 

Покажем, что в совокупности 

 ( 1) (1) ( 2)

1 2 2( ) ,...,q l

l l lM I I I 

    существует непре-

рывная цепочка наборов  (1) ( )

2 2,..., q

l lI I   начи-

ная с первого, для всех элементов которой  

истинно условие 
( )

2
1

0
i

l

m

ijj i I

t


 

   . Для каждого 

( ) 0

1 ( ), 1,i

l lI M I i q    существует совокупность 

 ( ) (1) ( 1)

1 2 2( ) ,..., , 1,i l

l l lM I I I i q

    . Для любого 

набора ( )

2

i

lI 
, принадлежащего любой из сово-

купностей (1)

1( ), 1,lM I i q  , верно условие 

( )
2

1
0

i
l

m

ijj i I

t


 

   . Рассмотрим наборы ( )

1

q

lI 
  

и ( 1)

1

q

lI



. Напомним, что 

( 1)
1

1
1

q
l

m

ijj i I

t



 

   ,  

a 
( )

1
1

0
q

l

m

ijj i I

t


 

   . Согласно утверждению 1  

оба эти набора содержат набор ( )

2

q

lI 
, который 

стоит на q-й позиции в совокупностях ( )

1( )q

lM I 
 

и ( 1)

1( )q

lM I 


 соответственно. Для набора ( )

2

q

lI 
 

верно условие 
( )

2
1

0
q

l

m

ijj i I

t


 

   . Осталось пока-

зать, что для всех наборов из ( 1)

1( )q

lM I 

 , млад-

ших набора ( )

2

q

lI  , также верно условие 

( )
2

1
0, 1, 1

i
l

m

ijj i I

t i q


 

     . Согласно утвержде-

нию 2 любой набор ( )

2 , 1, 1i

lI i q l     содер-

жится хотя бы в одной из совокупностей 
( )

1( ), 1,i

lM I i q  . Из этого следует, что для всех 

наборов из ( 1)

1( ),q

lM I 

  младших набора ( )

2

q

lI  , 

также верно условие 
( )

2
1

0, 1,
i

l

m

ijj i I

t i q


 

    .  

Совокупность ( 1)

1( )q

lM I 


 можно представить  

в виде ( 1) (1) (2) ( ) ( 1)

1 2 2 2 2( ) { , , ..., , , ...,q q q

l l l l lM I I I I I 

    

( 1)

2 },l

lI



 где каждый из наборов 

( )

2 ,
i

lI i 

1, 1q l    содержится в совокупности 
( )

1( ), 1, .i

lM I i q   Следовательно, проверку 

можно начинать с набора ( 1)

2

q

lI



. 

При получении ( 1)

2

q

lI



 из ( 1)

1

q

lI



 возможны 

два случая: 

1. В наборе ( 1)

1 1 0.q

lI i

   Начиная с первого 

номера находим в ( 1)

1

q

lI



 максимальную  

по длине цепочку номеров 1 2 ...r rI i i i , иду-

щих по возрастанию, такую, что разность 
двух любых соседних номеров равна 1. Запи-

шем ( 1)

1

q

lI



 в виде: ( 1)

1 1 1... .q

l r r lI I i i

    Набор, 

который необходимо получить, обозначим 
* * * *

2 1 2 2... .l lI i i i   Строим его следующим обра-

зом: первым * * *

1 2 1... ri i i 
 элементам присваи-

ваем 1 1 2 1... ,r rI i i i   далее * *

1 1,r r ri i i  
*

2 2 1, ...,r l li i i    . 

2. В наборе ( 1)

1 1 0.q

lI i

   Тогда ДНФ, соот-

ветствующая набору 𝐼𝑙−1
(𝑞+1), является тупи-

ковой. Докажем это. Покажем сначала: 
( 1) ( ) ( ) ( 1)

2 1 1 2 1 1: .q q q q

l l l l l lI I I I I I 

           

Пусть 2 1 2 2...l lI i i i   – произвольный 

набор, содержащийся в ( 1)

1

q

lI



, очевидно,  

что в нем 1 0i  . Тогда, добавив слева  

к 2 1 2 2 1... 0l lI i i i i   , а остальные сдвинув 

вправо на единицу, получим ( ) ( 1)

1 1

q q

l lI I 

  . Воз-

можны только два случая: 

1. 
( )

1

( )i

q
l

s

i I

K


  – тупиковая, тогда 
21

0
l

m

ij
j i I

t
 

    

по определению. 

2. 
11

0
l

m

ijj i I
t

 
     очевидно 

21
0

l

m

ijj i I
t

 
   . 

Итак, первым шагом проверки ДНФ на ту-
пиковость является получение из текущего 
набора такого, с которого необходимо начать 
явную проверку условия. 

Рассмотрим случай 1, т. е. в наборе 
( 1)

1 1 0q

lI i

  . Получаем, как описано выше, 

набор ( 1)

2

q

lI


 . Если для какого-либо набора 
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 ( ) ( 1 ( 1)

2 2 2,...,i q l

l l lI I I 

    выполняется условие 

( )
2

1
1

i
l

m

ijj i I

t


 

   , выходим из процедуры. ДНФ, 

соответствующая набору ( 1)

1

q

lI



, не является 

тупиковой. Иначе проверяем условие для сле-

дующего набора из  ( 1) ( 1)

2 2, ...,q l

l lI I 

 
. Если для 

всех наборов из  ( 1) ( 1)

2 2, ...,q l

l lI I 

   условие 

( )2
1

0
il

m

ijj i I
t


 
    истинно, ДНФ, соответствую-

щая набору ( 1)

1

q

lI



, является тупиковой. 

Рассмотрим случай 2, т. е. в наборе 
( 1)

1 1 0q

lI i

  . Как показано выше, при этом 

ДНФ, соответствующая набору ( 1)

1

q

lI



, явля-

ется тупиковой. 
Рассмотрим алгоритм получения всех 

МДНФ по шагам. 

Пусть lI  – набор, состоящий из всех номе-

ров строк матрицы T. Положим 0k  . 
Шаг 1. 
Вычисляем выражение: 
 

( )1
.

q
l k

m

ijj i I

t


 

   (3) 

 

Если (3) равно 1, переходим к шагу 2, если (3) 
равно 0, переходим к шагу 3. 

Шаг 2. 

Проверяем, является ли ДНФ 
( )

l k

s

i I
K


 , со-

ответствующая набору ( )q

l kI 
, тупиковой. Если 

( )

( )

q
l k

s

i
i I

K


  – тупиковая, переходим к шагу 4, 

если 
( )

( )

q
l k

s

i
i I

K


  – не тупиковая, нашелся 

набор ( ) , 1q

l kI k k   , для которого (5) равно 1. 

Переходим к шагу 5. 

Шаг 3. 

Если ( )q

l kI 
  соответствует исходной матрице 

( 0)k    или ( )q

l kI 
 является наибольшим набо-

ром размерности l k , алгоритм заканчивает 

работу. Если нет, получаем набор ( 1)q

l kI 


, лек-

сикографически следующий за набором ( )q

l kI 
. 

Переходим к шагу 1. 

Шаг 4. 

Присваиваем ДНФ 
( )

( )

q
l k

s

i
i I

K


  метку  . Пе-

реходим к шагу 3. 

Шаг 5. 

Если у ДНФ 
( )

( )

q
l k

s

i
i I

K


  есть метка  , уда-

ляем ее. Переходим к шагу 2. 

Все ДНФ с меткой   будут МДНФ. 

 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Описанный алгоритм был реализован в виде 

программы, проведены предварительные рас-

четы. В дальнейшем планируется проведение 

исследования по определению зависимости 

времени работы алгоритма от размерности 

матрицы.  
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