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ВВЕДЕНИЕ 

Развитие современных радиотехнических 

систем тесно связано с поиском новых и ис-

следованием свойств уже известных сигна-

лов. В значительной мере это стимулируется 

новыми возможностями формирования сиг-

налов на основе широкого использования вы-

числительных алгоритмов и цифровых схем, 

при этом даже известные сигналы, ранее не 

применявшиеся из-за технических ограниче-

ний, могут получить второе рождение. В ста-

тье рассматривается влияние погрешностей 

формирования многофазных сигналов на ос-

нове кодов Фрэнка на их корреляционные 

свойства. 

 
МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 

Свойства радиотехнических систем во мно-

гом определяются используемыми сигналами, 

которые подразделяются на простые (с близ-

ким к единице произведением длительности 

сигнала Т на ширину спектра   – базой 
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В Т ) и сложные со значением базы 

много больших единицы [1–4]. 
Любой сигнал s(t) может быть представлен 

в тригонометрической: 
 

( ) cos ( )ms t S t   (1) 
 

или комплексной форме: 
 

( )( ) ,j t

mS t S e    (2) 

 

где Sm – амплитуда сигнала, 

( )t  – текущая фаза сигнала. 
 

0 0( ) ,t t    (3) 
 

где ω0 – несущая частота, 
t – текущее время, 
φ0 – начальная фаза. 

Области применения и корреляционные 
свойства сигналов характеризуются функ-
цией неопределенности (ФН) χ(τ, )F : 

 

* 2χ(τ, ) ( ) ( τ) ,j FtF S t S t e dt





    (4) 

 

где τ – временной сдвиг, 
F – сдвиг по частоте.  

Для ограниченного во времени сигнала 
пределы интегрирования при вычислении ФН 
определяются длительностью сигнала: 
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Функцию неопределенности можно опре-
делить как для одиночного, так и для перио-
дического (с периодом Т) сигнала – периоди-
ческую функцию неопределенности (ПФН) 

χ (τ, )T F : 
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где первый интеграл учитывает корреляцию 
левой части периода сигнала с окончанием 
предыдущего периода задержанного сигнала. 

ФН и ПФН имеют максимум в начале (τ = 0, 
F = 0) координат (главный максимум), опреде-
ляемый энергией сигнала Э. В окрестностях  
(τ ≠ 0, F ≠ 0) главного максимума (боковые  
лепестки) значения этих функций уменьшаются. 
Удобнее для анализа нормированные к энергии 
ФН и ПФН: 

 

2

2

* 2

τ

1
χ (τ, ) ( ) ( ) ,

Э

0 τ .

T

T

j FtF S t S t e dt

T


 

   

 

   (7) 

 

2

2

2

2

τ

* 2

* 2

τ

1
χ (τ, ) ( ) ( τ)

Э

1
( ) ( τ) , 0 τ .

Э

T

T

T

T

j Ft

T

j Ft

F S t S t T e dt

S t S t e dt T





 



 

     

    





  (8) 

 

Сложные сигналы разделяются на сигналы 
с непрерывной модуляцией (например, линейно-
частотно-модулированные) и дискретно-ко-
дированные сигналы. В свою очередь дис-
кретно-кодированные сигналы разделяются 
на кодированные по амплитуде, частоте и фазе. 
Кодированные по фазе сигналы (фазо-кодо-
модулированные) разделяются на бинарные 
(0/π) и многофазные. Сложный многофазный 
радиоимпульсный сигнал с изменением на-
чальных фаз φnm радиоимпульсов в соответ-
ствии с кодом Фрэнка [1] является дискретным 
аналогом сигнала, частота которого изменя-
ется по линейному закону. 

 

2π
φ , 0,1, 1; 0,1, 1,пт

пт

k
n N m N

N
       (9) 

 

где n – номер столбца, 
m – номер строки, 
kпт – коэффициенты матрицы Фрэнка (10), 
N – число строк (столбцов) матрицы Фрэнка. 
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Последовательность коэффициентов kпт 
образуется считыванием строки за строкой 
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(или столбец за столбцом) элементов мат-
рицы, при этом число элементов в последова-
тельности К = N2. 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ 

Примечательным свойством многофазного 

квантованного сложного сигнала на основе 

кодов Фрэнка является нулевой уровень боко-

вых лепестков (УБЛ) нулевого сечения ПФН 

χ (τ, 0).T  

Единичная (непериодическая) ФН имеет 

ненулевой, но достаточно низкий уровень бо-

ковых лепестков нулевого сечения χ(τ, 0) . 

Сигнальное созвездие сигналов на основе 

кодов Фрэнка содержит N точек, расположен-

ных на одинаковом расстоянии друг от друга 

по окружности с центром в начале координат. 

На рис. 1 изображено сигнальное созвездие мно-

гофазного сигнала на основе кода Фрэнка для 

последовательности из 64 элементов (N = 8). 

 

 
 

Рис. 1. Сигнальное созвездие сигнала на основе кодов Фрэнка для последовательности из 64 элементов (N = 8) 

Примечание: составлено автором на основании данных, полученных в исследовании. 

 

Формирование сигналов на основе кодов 

Фрэнка производится с помощью управляе-

мого фазовращателя (на который подается 

управляющее фазой напряжение Uупр) либо  

на основе квадратурной схемы (с предвари-

тельным приведением значений фазы к шкале 

0–360°, учитывая периодичность тригономет-

рических функций). В любом случае, форми-

рователи содержат аналоговые элементы,  

что приводит к погрешностям формирования 

и изменению сигнального созвездия: фазовые 

ошибки формирования приводят к смещению 

точек сигнального созвездия по окружности, 

амплитудные ошибки – к смещению по ра-

диусу [5–10]. 

Для определения требований к необходи-

мой точности формирования сигналов на ос-

нове кодов Фрэнка проведено исследование 

влияния ошибок формирования на корреля-

ционные свойства таких сигналов. 

Предлагается модель многофазного радио-

импульсного сигнала, допускающая ампли-

тудные и фазовые погрешности по отношению 

к идеальному сигналу, сформированному на 

основе кодов Фрэнка. Радиоимпульс модели 

с параметрами n и m матрицы Фрэнка описы-

вается выражением: 
 

4
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 

  

(11) 

 

где Е[x] – целая часть числа х,  

пт  – фаза кода Фрэнка, приведенная  

к шкале 0 − 2π, 

k1 – коэффициент масштаба фазы, выра-

женный в относительных единицах изменения 

наклона фазовой характеристики модулятора 

(положительный при увеличении максималь-

ного значения фазы относительно 2π и отрица-

тельный при уменьшении), 
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k2 – коэффициент односторонней нели-

нейности фазы, выраженный в относитель-

ных единицах изменения степени нелиней-

ности фазовой характеристики модулятора 

(положительный при выпуклой фазовой ха-

рактеристике модулятора и отрицательный 

при вогнутой), 

k3 – коэффициент гармонической нелиней-

ности фазы, выраженный в относительных 

единицах изменения степени дополнительной 

синусоидальной составляющей фазовой ха-

рактеристики модулятора (положительный 

при синусоиде с нулевой фазой и отрицатель-

ный при фазовом сдвиге π), 

k4 – коэффициент амплитудной погреш-

ности формирования (паразитная амплитуд-

ная модуляция (ПАМ) при изменении фазо-

вого сдвига), выраженный в относительных 

единицах (положительный при увеличении 

амплитуды относительно номинального зна-

чения и отрицательный при уменьшении ам-

плитуды). 

Амплитудная погрешность формирования 

приводит к тому, что амплитуды радиоим-

пульсов не являются постоянными, а изменя-

ются от радиоимпульса к радиоимпульсу. 

Различные виды фазовых погрешностей при-

водят к тому, что начальная фаза текущего ра-

диоимпульса отличается от значения, опреде-

ляемого кодом Фрэнка (9). 

Рис. 2 поясняет смысл коэффициентов по-

грешностей фазы в модели (11). 

 

а)    б)  

в)    б)  

 

Рис. 2. Модели погрешностей задания фазы: 

а) погрешность масштаба фазы; б) погрешность односторонней нелинейности фазы; 

в) погрешности гармонической нелинейности фазы 

Примечание: составлено автором на основании данных, полученных в исследовании. 

 

На рис. 3 представлено нулевое сечение 

нормированной ПФН (F = 0) сигнала на основе 

кодов Фрэнка (N = 8) при погрешности зада-

ния фазы k1 = 12,5 % (максимальное значение 

фазы отличается на 45° от 360°). Сечение со-

держит главный максимум при нулевом 

сдвиге (τ = 0) и боковые лепестки с макси-

мальным значением 23,01 дБ (при отсутствии 

искажений значение максимального Мmax 

УБЛ ПФН, рассчитанное в MATLAB, соста-

вило минус 265 дБ из-за округлений при вы-

полнении большого числа операций с ком-

плексными числами). 



 

Дёмко А. И.  

О связи корреляционных свойств сигналов на основе кодов Фрэнка с погрешностями их формирования  

 

 

© Дёмко А. И., 2023 

Пирогов А. А., Сёмка Э. В. 2023  27 

 
 

Рис. 3. Нулевое сечение периодической функции неопределенности кодов Фрэнка (N = 8)  

при погрешности задания фазы k1 = 12,5 % (по горизонтали отложен временной сдвиг  

в единицах длительности радиоимпульсов) 

Примечание: составлено автором на основании данных, полученных в исследовании. 

 

На рис. 4 представлены полученные в про-

цессе моделирования зависимости максималь-

ного значения Мmax УБЛ нулевого сечения 

ПФН (F = 0) последовательностей на основе 

кодов Фрэнка при влиянии фазы на амплитуду 

радиоимпульсов. 

 

 
 

Рис. 4. Влияние погрешности задания амплитуды на максимальный уровень боковых лепестков  

периодической функции неопределенности кодов Фрэнка при разных значениях N 

Примечание: составлено автором на основании данных, полученных в исследовании. 

 

ПАМ, возникающая при различных спосо-

бах формирования многофазного сигнала на 

основе кодов Фрэнка, увеличивает макси-

мальный УБЛ в зависимости от параметра N. 

Наблюдается линейное увеличение боковых 

лепестков с ростом глубины ПАМ, причем 

для последовательности с большим числом 

элементов это проявляется в меньшей степени. 

Эмпирическая формула для максимального 

уровня боковых лепестков Mmax при ПАМ 

имеет вид: 
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 256max 46 201 18,5lg 41 ,

.

NM gN k g

дБ

   
  (12) 

 

С учетом того, что ПАМ может быть устра-

нена (ослаблена) простым двухсторонним 

ограничением до величины 3–6 %, влиянием 

подобного рода неточностей формирования 

можно пренебречь, УБЛ не превышает −42 дБ 

и −68 дБ для последовательностей из 16  

и 65 536 элементов соответственно (N = 4; 256). 

На рис. 5–7 представлено влияние неточ-

ности формирования фазы на максимальный 

УБЛ. На рис. 4 показано влияние неточности 

задания фазы (рис. 2а) на максимальный УБЛ 

(неточность приводит к отличию максималь-

ного значения фазы от 2π в большую или 

меньшую сторону). Степень влияния более 

сложная, по сравнению с ПАМ, причем  

в среднем максимальный УБЛ, как минимум, 

на 10 дБ больше. 

 

 
 

Рис. 5. Влияние неточности задания фазы на максимальный уровень боковых лепестков периодической 

функции неопределенности кодов Фрэнка при разных значениях N 

Примечание: составлено автором на основании данных, полученных в исследовании. 

 

На рис. 6 показано влияние нелинейности 

задания фазы в виде одной полуволны (рис. 2б) 

гармонической функции на УБЛ (максимальная 

величина УБЛ незначительно зависит от кон-

кретного вида нелинейности: выгнутости или 

вогнутости). При этом максимальное значение 

фазы многофазного сигнала равно 2π.  

 

 
 

Рис. 6. Влияние квадратичной нелинейности задания фазы на максимальный уровень боковых  

лепестков периодической функции неопределенности кодов Фрэнка при разных значениях N 

Примечание: составлено автором на основании данных, полученных в исследовании. 
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На рис. 7 показано влияние гармонической 

(рис. 2в) нелинейности задания фазы на УБЛ 

(максимальная величина УБЛ незначительно 

зависит от значения начальной фазы этой не-

линейности: 0 или π). Аналогично предыду-

щему случаю максимальное значение фазы 

многофазного сигнала равно 2π. 

 

 
 

Рис. 7. Влияние гармонической нелинейности задания фазы на максимальный уровень боковых  

лепестков периодической функции неопределенности кодов Фрэнка при разных значениях N 

Примечание: составлено автором на основании данных, полученных в исследовании. 

 

В общем случае, максимальный уровень бо-

ковых лепестков ПФН для сигналов на основе 

кодов Фрэнка с заданным числом элементов 

определяется модулем значения коэффици-

ента погрешности фазы ki, незначительно  

отличаясь (разброс не более 6 дБ) для разных 

видов и знака нелинейностей (k1, k2 или k3). 

Анализ зависимостей определяет область кри-

терия величины погрешностей: kiN ≈ 1. 

При небольшой величине погрешности 

(kiN < 1) влияние погрешностей формирова-

ния проявляется в пропорциональной зависи-

мости: 
 

max max4,5 , 3 .дБ дБ
окт окт

dM dM

dN dk
    

 

При большой величине погрешности (kiN > 1) 

закономерности несколько изменяются: 
 

max max4,5 , 3 .дБ дБ
окт окт

dM dM

dN dk
   

 

Представленные на графиках результаты 

моделирования помогают формулировать 

требования к формирователям сигналов на 

основе кодов Фрэнка с тем, чтобы оценить 

условия технической реализации и требова-

ния к точности и стабильности подобных 

устройств. 

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

Многофазные сигналы на основе кода 

Фрэнка имеют нулевой уровень боковых ле-

пестков нулевого сечения периодической 

функции неопределенности. 

Сигнальное созвездие сигналов на основе 

кода Фрэнка представляет собой равномерно 

распределенные по единичной окружности  

N точек. 

Погрешности формирования многофазных 

сигналов на основе кода Фрэнка приводят  

к смещению точек сигнального созвездия отно-

сительно точек, равномерно распределенных 

по единичной окружности, отчего появляются 

боковые лепестки нулевого сечения периоди-

ческой функции неопределенности. 

Исследование влияния амплитудных и фазо-

вых погрешностей формирования многофазных 
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сигналов на основе кода Фрэнка выявило сте-

пень влияния погрешностей формирования на 

уровень боковых лепестков нулевого сечения 

периодической функции неопределенности.  

Амплитудные погрешности формирования 

в небольшой степени влияют на боковые ле-

пестки (при погрешности формирования 3,1 % 

УБЛ не превышает −42 дБ и −68 дБ для по-

следовательностей с параметром N = 4 и 256 

соответственно). 

Фазовые погрешности формирования  

в большей степени влияют на боковые ле-

пестки (при погрешности формирования 3,1 % 

УБЛ не превышает −38 дБ и −61 дБ для по-

следовательностей с параметром N = 4 и 256 

соответственно). УБЛ ПФН определяется,  

в основном, модулем значения коэффи- 

циента погрешности фазы ki, незначительно  

отличаясь для разных видов и знака нели-

нейностей. 

Представленные в статье результаты могут 

быть использованы в радиолокационных  

и связных радиотехнических системах. 
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