
92

Вестник кибернетики. 2024. Т. 23, № 4
Proceedings in Cybernetics. 2024. Vol. 23, no. 4

© Веремчук Н. С., 2024

ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЕ НАУКИ / PHYSICS AND MATHEMATICS

Научная статья
УДК 519.87:687
https://doi.org/10.35266/1999-7604-2024-4-9

О математических моделях размещения оборудования при проектировании 
и реконструкции предприятий

Наталья Сергеевна Веремчук
Сибирский государственный автомобильно-дорожный университет, Омск, Россия
Омский государственный технический университет, Омск, Россия
n-veremchuk@rambler.ru, https://orcid.org/0000-0002-2709-9755

Аннотация. Приводится обзор математических моделей размещения технологического оборудова-
ния, применяемых при решении задач проектирования и модернизации производственных цехов. Рас-
сматриваются случаи размещения взаимосвязанного оборудования. Построена математическая модель 
размещения производственных линий и технологического оборудования на них. Линии соединены вер-
тикальным виадуком, через который проводятся коммуникации. На линиях зафиксированы запрещен-
ные зоны, где нельзя располагать другие элементы. Приведены результаты численных экспериментов 
с применением построенной модели нелинейного программирования и пакета CPLEX. Рассмотрены 
две серии тестовых примеров, когда расположение виадука фиксировалось и когда находилось его 
оптимальное размещение. При поиске расположения виадука получилось лучшее значение целевой 
функции, чем при фиксированном виадуке, но время счета увеличивалось. Модель может быть исполь-
зована при проектировании и оценке размещения технологических линий с оборудованием в промыш-
ленных отраслях.
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Abstract. The article provides an overview of mathematical models for the placement of process equipment. 
These models are used to solve problems of designing and upgrading production shops. Cases of placement 
of interconnected equipment are considered. A mathematical model for the placement of production lines 
and process equipment on them is constructed. The lines are connected by a vertical viaduct through which 
communications are carried out. The model designates prohibited zones on the lines where no other elements 
can be placed. The results of numerical experiments using the constructed nonlinear programming model and 
the CPLEX package are presented. The study considers two series of test examples: one with a fi xed viaduct 
location and another determining its optimal placement. A better value of the objective function was obtained 
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when searching for the location of the viaduct, but the calculation time increased. The model can be used in the 
design and assessment of the process lines placement with equipment in industrial sectors.
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ВВЕДЕНИЕ
В последние годы при разработке проект-

ных решений предприятий широко применя-
ются математическое моделирование и мето-
ды оптимизации [1, 2]. Большое значение при 
этом отводится решению задач оптимального 
размещения технологических линий, обору-
дования [3, 4]. Острая необходимость в реше-
нии таких задач возникает на этапах проекти-
рования и реконструкции производственных 
участков. Неоптимальное размещение может 
привести к серьезным затратам не только фи-
нансовым, но и ресурсным. При выполнении 
проектирования сначала, как правило, опре-
деляется расположение технологических ли-
ний и далее осуществляется оптимальное 
размещение оборудования на них. В неко-
торых случаях положение линий находится 
с учетом уже фиксированного расположения 
оборудования. Все это определяется специ-
фикой предприятия и его производственной 
деятельностью. При реконструкции предпри-
ятий положение производственных линий 
фиксировано и требуется заменить некоторые 
единицы оборудования с целью переналад-
ки производства, например, на выпуск новой 
продукции. В таких случаях часть оборудова-
ния остается на месте. Его можно рассматри-
вать как специальные области (запрещенные 
зоны), где невозможно новое расположение 
объектов [5, 6].

Технологическое оборудование может 
быть связано между собой и с внешними объ-
ектами различными коммуникациями (связя-
ми). Причем могут варьироваться и способы 
прокладки коммуникаций, например, через 
специальные проходы между линиями (ви-
адуками). При этом часто необходимо ми-
нимизировать суммарную стоимость ком-
муникаций. Кроме того, активное внимание 
уделяется вопросам минимизации занимае-

мой оборудованием площади. Такие задачи 
широко применяются в условиях ограничен-
ности занимаемых площадей производствен-
ных цехов [4, 7]. С целью сокращения сум-
марных затрат, связанных с размещением 
оборудования, следует уделять внимание про-
ектированию и оптимальному расположению 
технологических линий производства в про-
цессах проектирования, реконструкции пред-
приятий.

В данной работе приводится обзор мате-
матических моделей размещения технологи-
ческого оборудования при проектировании 
и реконструкции производственных цехов. 
Построена модель нелинейного программи-
рования для задачи размещения линий с тех-
нологическим оборудованием. Соседние ли-
нии соединены вертикальным виадуком, 
через который проводятся коммуникации. 
На линиях имеются фиксированные прямоу-
гольные запрещенные зоны, размещение в ко-
торых не допускается. Приведены результа-
ты численных экспериментов с применением 
построенной модели нелинейного програм-
мирования и пакета CPLEX. Рассмотрены 
две серии тестовых примеров: первая – при 
фиксированном расположении виадука; вто-
рая – когда оптимальное расположение виа-
дука находилось в результате решения задачи. 
Полученные результаты могут быть полезны 
при проектировании и реконструкции произ-
водственных цехов.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
1. Математическая модель размещения 

единиц швейного оборудования
В работе [8] построена математическая 

модель размещения модулей швейного обо-
рудования. Технологическое оборудование 
комплектуется в специализированные модули 
для обработки деталей.
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При производстве одного вида изделия 
применяются разные виды модулей. Это дик-
туется технологической картой производства 
продукции. Модуль – это прямоугольник дли-
ны li и ширины hi (рис. 1).

С учетом направления швейного потока 
в цехе размещение модулей осуществляет-
ся вдоль осевых линий. Требуется разме-
стить модули на линиях так, чтобы мини-
мизировать площадь под оборудованием 
(рис. 1).

Пусть m – число линий, а n – количество 
модулей. Переменная xik принимает значение 
1, если модуль с номером i находится на ли-
нии с номером k, и 0 – иначе.

xik  {0,1},    i = 1, ..., m;     k = 1, ..., m. (1)

1
1, 1,..., .

m

ik
k

x i n


   (2)

Дополнительные ограничения на размеще-
ние модулей можно записать так:

1 1
1 ,

n n

i ik ik
i i

l x x L
 

 
    

 
     k = 1, ..., m. (3)

 1 1
1
max ,...,

m

n n
k

h x h x




( 1) 2 ,m d H      (4)

где L и H – длина и ширина производствен-
ного участка, Λ – минимально допустимые 
расстояния между модулями, Δ – минималь-
ное расстояние между оборудованием на со-
седних линиях, d – минимальное допустимое 
расстояние.

Максимальная суммарная длина модулей 
на линиях определяется выражением:

1 1
1 1

( ) max 1 ,...,
n n

i i i
i i

f x l x x
 

  
     
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 

1 1
1 .

n n

i im im
i i

l x x
 

 
    

 
   (5)

Ширина окаймляющего прямоугольни-
ка g(x*), содержащего все оборудование, для 
некоторого набора булевых переменных  
x* = (x*

ik), i = 1, ..., n, k = 1, ..., m, определяется 
выражением:

 * * *
1 11 1( ) max ,..., n ng x h x h x 

 * *
1 1... max ,..., ( 1).m n nmh x h x m    

Соотношения между сторонами окаймляю-
щего прямоугольника можно записать в виде:

1 2
( ) ,
( )

f x
g x

     (6)

где α1 и α2 – параметры.

Рис. 1. Пример расположения технологических линий
Примечание: скриншот автора.
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В результате решения требуется мини-
мизировать площадь окаймляющего прямо-
угольника:

( ) ( ) ( ) minS x f x g x  . (7)

Для решения задачи (1)–(7) предложены 
алгоритмы последовательно-одиночного раз-
мещения [8].

2. Модель многокритериальной оптими-
зации

В процессе конструкторско-технологиче-
ской подготовки производства часто требу-
ется решать многокритериальные оптимиза-
ционные задачи, например для предприятий 
промышленности [9]. При этом возникает 
необходимость рассматривать решение за-
дач размещения технологического оборудо-
вания.

Пусть J = {1, ..., n} – множество номеров 
размещаемых объектов с длиной и шириной 

,j jl h , , , ;j jl h Z j J   M = {1, ..., m} – 
множество номеров осевых линий, перемен-

ная 1,jkz   если объект j расположен на ли-

нии k, 0,jkz  иначе ј  Ј, k  M. 
Модель целочисленного программирова-

ния имеет вид [10]:

1( ) max min,j jkk M j J
Q z l z

 

 
  

 
  (8)

2 ( ) max{ } min,j jkj Jk M
Q z h z



   (9)

1, ,jk
k M

z j J


   (10)

1, ,jk
j J

z k M


   (11)

{0, 1}, , .jkz j J k M    (12)

Рассматриваются два критерия – миними-
зация максимальной суммарной длины объек-
тов на линиях (8) и минимизация суммарной 
ширины максимальных по ширине объектов 
на каждой линии (9). Условия расположения 

объектов на линиях заданы в ограничениях 
(10) и (11).

В работе [10] для поиска оптимального 
решения задачи (8)–(12) применялся метод 
уступок и решалась серия однокритериаль-
ных задач.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ
Модель размещения взаимосвязанных 

объектов
Рассмотрим случай размещения взаимос-

вязанных объектов на линиях. Пусть положе-
ние линий неизвестно и его требуется найти. 
Для удобства рассмотрим случай двух линий.

Заданы два параллельных отрезка длиной 
LS с фиксированными на них прямоугольни-
ками – запрещенными зонами. Расположение 
новых элементов в запрещенных зонах недо-
пустимо. Отрезки будем далее называть ли-
ниями. С целью возможности обслуживания 
оборудования линии должны быть на таком 
расстоянии друг от друга, чтобы между ними 
выполнялись прямые проезды.

Задано множество новых прямоугольных 
объектов (оборудование), центры которых 
связаны коммуникациями между собой и с зо-
нами. Коммуникации между объектами и зо-
нами на разных линиях должны проходить че-
рез вертикальную составляющую (виадук).

Задача состоит в нахождении оптимально-
го размещения линий и новых объектов на них 
вне запрещенных зон так, чтобы суммарная 
стоимость коммуникаций объектов между со-
бой и с зонами, а также площадь, занимаемая 
линиями с оборудованием, были минимальны.

Пусть Xi и Fj – это объекты и зоны с длиной 
и высотой li , hxi и pi, hfi, и центрами (xi, yi) и (b1i, 
b2i), где i  I = {1, ..., n} и Обозначим через wij ≥ 
0, uik ≥ 0 стоимость связей между Xi и Fj, Xi  и Xk 
для i, ј  Ј, i < k, соответственно. Пусть линии 
параллельны оси Ох и левая граница каждой 
из них находится в точке (0, Lyt), где t = 1,2, 
Ly1 ≤ Ly2, δ – расстояние между линиями. По-
ложение линий определяется в ходе решения 
задачи, поэтому значения Lyt неизвестны.

Представим множество J в виде объедине-
ния 1 2J JL JL  , где Lyt  – множество номе-
ров зон на линии с номером t, t = 1,2.
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Вертикальный виадук, соединяющий ли-
нии, обозначим через V, а абсциссу точки его 
расположения – через x0. Отметим, что высо-
та виадука V будет равна Ly2 – Ly1.

Задача заключается в поиске расположения 
линий и объектов X1, ..., Xn на них вне запре-
щенных зон F1, ..., Fm так, чтобы они не пере-
секались друг с другом и суммарная стоимость 
связей объектов между собой и с зонами, а так-
же площадь окаймляющего прямоугольника 
S = LS • Ly2 были минимальны.

С учетом вышесказанного условия мини-
мизации площади S будут соответствовать ус-
ловиям минимизации величины Ly2.

Введем булевы переменные: zit = 1, если 
Xi размещается на линии с номером t, i  I, 
t = 1,2, и zit = 0 иначе.

Математическая модель для нефиксиро-
ванных линий с виадуком и запрещенными 
зонами записывается так:

2

1
1

( | |
t

ij it i j
t i I j JL

G w z x b
  

  
0(1 )(| |it iz x x     

1 0| |jb x  
2 1))Ly Ly    (13)

2

1 ,
( | |ik it kt i k

t i I k I i k
u z z x x

   

   
 

0(1 )(| |it kt iz z x x    
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2

i j
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l p
x b z i I


  
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, 1,2,tj JL t 
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l lx x z z      (15)
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, ,i it t
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y z Ly i I


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(17)

2

1
1, ,it

t
z i I


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 (18)

{0,1}, , 1,2,itz i I t     (19)

2 1 max ,Ly Ly h    (20)

max max{ , } ,
2 2

ji hfhxh  
 (21)

, , 1,2.ti I j JL t  

Построенная модель (13)– (21) может быть ре-
шена, например, с помощью решателя BARON.

Для случая фиксированных линий (Ly1, Ly2, 
x0 известны) модель (13)–(19) рассматрива-
лась в работах [11, 12].

Результаты экспериментов с моделью 
размещения взаимосвязанных объектов

Отметим, что модель (13)–(21) нелинейна. 
Для нахождения локального оптимума задачи 
проведены две серии тестовых эксперимен-
тов с применением модели (13)–(21) и пакета 
CPLEX. Первая серия связана с поиском рас-
положения производственных линий и объек-
тов на них с фиксированным виадуком между 
линиями. Во второй серии находилось не толь-
ко расположение линий и объектов на них, 
но также и оптимальное размещение виадука. 
Результаты экспериментов для каждой серии 
тестовых задач представлены в табл. 1 и 2, где 
t – это время счета в секундах в пакете CPLEX.

По результатам экспериментов можно от-
метить, что при поиске расположения виадука 
получено лучшее значение целевой функции, 
чем при фиксированном виадуке, но время 
счета увеличивалось.

3. Модели, применяемые при модерни-
зации цехов

При фиксированном расположении линий ма-
тематическая модель (13)–(19) размещения тех-
нологического оборудования применяется при 
реконструкции и модернизации производствен-
ных предприятий на этапе проектирования. Для 
ее решения доказаны свойства, позволяющие 
декомпозировать задачу и рассматривать ее как 
дискретную, разработаны алгоритмы точного 
и приближенного решений [11, 12].
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Математические модели размещения тех-

нологического оборудования широко приме-
няются при решении задач проектирования 
и модернизации производственных цехов. 
На этапах проектирования, как правило, по-
ложение линий с оборудованием определяет-
ся, на этапах модернизации – фиксировано. 
Часто при реконструкции цехов часть обору-

дования остается на месте, этот случай в при-
веденных моделях учитывается в качестве на-
личия запрещенных зон.

Построена модель нелинейного програм-
мирования для размещения линий и оборудо-
вания на них с учетом запрещенных зон. При-
ведены результаты численных экспериментов 
с применением построенной модели и паке-
та CPLEX. Рассмотрены две серии тестовых 

Таблица 1
Решение задач при фиксированном виадуке

№ n m hmax x0 G t
1 3 4 4 9 960 0,17
2 3 4 7 9 1137 0,10
3 5 5 4 22 3211 0,14
4 5 5 15 22 4333 0,15
5 10 4 4 21 7455 114
6 10 4 10 21 8583 116
7 12 5 7 7 8726 246
8 12 5 10 12 9695 419
9 15 10 8 10 21794 34
10 15 10 15 20 27254 70
11 17 12 18 21 33005,5 149
12 17 12 25 30 42806,5 65
13 20 15 12 14 33437 125
14 20 15 15 21 39661 132
15 25 20 8 10 70455 112
16 25 20 10 14 75039 173

Примечание: составлено авторами.

Таблица 2
Решение задач при нефиксированном виадуке

№ n m hmax x0 G t
1 3 4 4 6 802 0,19
2 3 4 7 6 979 0,12
3 5 5 4 11 2093 0,17
4 5 5 15 11 3215 0,20
5 10 4 4 9 5166 162
6 10 4 10 9 6294 188
7 12 5 7 9 8630 612
8 12 5 9 12 9675 1219
9 15 10 13 10 21149 149
10 15 10 13 20 27159 152
11 17 12 14 21 32188,5 362
12 17 12 14 30 38362,5 230
13 20 15 14 14 33270 773
14 20 15 14 21 39563 572
15 25 20 16 10 65073 786
16 25 20 16 14 71881 933

Примечание: составлено авторами.
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примеров. При поиске расположения виадука 
получилось лучшее значение целевой функ-
ции, чем при фиксированном виадуке, но вре-
мя счета увеличивалось.

Область применения поставленной задачи – 
сфера машиностроения, проектирование техно-
логических цехов, модернизация и переналадка 
имеющегося производственного оборудования.
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