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Аннотация. На текущий момент времени актуализируется интеграция компьютерных техноло-
гий практически во всех, как бытовых, так и профессиональных, сферах жизнедеятельности человека. 
В связи с этим происходит активное развитие новых средств и методов решения задач посредством ис-
пользования цифровых и информационных технологий. Одним из наиболее актуальных направлений 
развития является компьютерная геометрия. На текущий момент существует ряд задач, требующих 
решения в данной области, одной из которых является триангуляция методом измельчения плоской 
области, заданной системой неравенств. Основной целью представленной статьи является разработка 
и программная реализация алгоритма триангуляции, основанного на методе измельчения плоской об-
ласти, заданной системой неравенств. В результате работы проанализированы различные алгоритмы 
триангуляций, в том числе алгоритма измельчения плоской области, заданной системой неравенств. 
Проведен анализ схемы работы приложения, а также проанализированы способы его применения. Те-
оретическая значимость исследования заключается в изучении общих понятий, свойств и алгоритмов 
триангуляции. Практическая значимость исследования состоит в приведении программной реализации 
алгоритма измельчения плоской области. Результаты работы могут быть использованы в последую-
щих исследованиях, подразумевающих необходимость применения триангуляции методом измельче-
ния плоской области.
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Abstract. The integration of computer technologies in all spheres of human life, casual and professional, 
is becoming more and more relevant at present. In this regard, rapid development of new means and methods 
of problem solving through the use of digital and information technologies occurs. One of the most topical 
spheres of development is computer geometry. Nowadays, there is a number of problems to be solved in this 
area, one of which is triangulation of plain domains by grinding, defined by a system of inequalities. The main 
purpose of the presented article is the development and software implementation of a triangulation algorithm 
based on the grinding method for a plain domain defined by a system of inequalities. This work analyzes 
various triangulation algorithms, including the algorithm of grinding of a plain domain defined by a system 
of inequalities. This work considers the application’s function scheme and its implementation. The theoretical 
significance of the study is the exploration of general concepts, properties, and algorithms of triangulation. 
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The practical significance of the study consists in giving a software implementation of the algorithm of plane 
domain grinding. Researchers can use the results of this work in subsequent studies that use triangulation for 
plane domain grinding.

Keywords: triangulation, software implementation, algorithm, graph, plane domain grinding, system of 
inequalities
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ВВЕДЕНИЕ
Основной целью статьи является разра-

ботка и программная реализация алгоритма 
триангуляции, основанного на методе измель-
чения плоской области, заданной системой 
неравенств. В рамках статьи решается ряд за-
дач, каждой из которых посвящены отдельные 
разделы работы – рассмотрение основных по-
нятий и определений триангуляции, а также 
выполнение разработки и тестирования про-
граммы на языке программирования Python 
с представлением визуальных примеров.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
Пусть имеется множество точек, которое 

изначально представляет собой набор вершин 
графа. Необходимо провести такие ребра, что-
бы все внутренние области графа образовы-
вали треугольники. Триангуляция представ-
ляет собой плоский граф, каждая внутренняя 
область которого является треугольником [1]. 
Также данный метод триангуляции применим 
для разбиения фигур в многомерных про-
странствах (рис. 1). Существует множество 
различных подходов и методов для разделе-
ния областей на треугольники [2].

Выпуклая триангуляция представляет со-
бой триангуляцию, в которой минимальный 
многоугольник, охватывающий все треуголь-
ники, является выпуклым.

Такая невыпуклая триангуляция называет-
ся невыпуклой [3].

Задачи построения триангуляции заключа-
ются в следующем: пусть задан такой набор 
точек, что, расположив его на плоскости, ка-
ждая точка будет иметь две координаты: (x, y). 
Нужно, чтобы эти точки были соединены та-
ким образом, чтобы в результате получилась 
триангуляция [4].

Перед тем как углубляться в подробное из-
учение метода измельчения, нужно рассмо-
треть основную суть алгоритма. Рассмотрим 
на примере произвольной области, ограни-
ченной кривыми. Для корректного выполне-
ния триангуляции области точки, находящи-
еся на границе триангуляции внутри области, 
должны смещаться к границам области с ис-
пользованием градиентного спуска по следу-
ющей формуле (1):

(x1, y1) = (x0, y0) + α * gradF(x0, y0), (1)

где α – сдвиг с определенным шагом;
(x0, y0) – начальные координаты точек;
gradF – градиентная функция;
F(x; y) – функция, зависящая от двух пере-

менных.
Точки (x1, y1) представляют собой новые 

координаты исходных точек (x0, y0) после их 
сдвига по заданной формуле.

Сдвиг выполняется для того, чтобы точки 
приблизились к границам области, не выходя 
за их пределы [5].

Рассмотрим алгоритм измельчения триан-
гуляционной области более подробно.Рис. 1. Вид триангуляции

Примечание: составлено авторами.
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Дано конечное множество точек {Pi} в пло-
скости R² и триангуляция T = {Tj}, где каж-
дый треугольник содержит три точки из {Pi}, 
а каждая точка является вершиной хотя бы 
одного треугольника. Обозначим минималь-
ный угол триангуляции как α(T). Объедине-
ние всех треугольников образует многоуголь-
ник. Пусть Ω – ограниченная область в R²; 
триангуляцией области Ω называется триан-
гуляция конечного набора точек в замыкании 
Ω. Треугольники с двумя или тремя вершина-
ми на границе ∂Ω называются граничными, 
остальные – внутренними [6].

Для построения треугольной сетки пред-
лагаем подход с одним проходом по верши-
нам: выбираем небольшое количество точек 
из Ω и строим начальную триангуляцию, за-
тем применяем процесс измельчения для по-
вышения точности. Качество триангуляции 
определяется минимальным синусом углов 
треугольников, что влияет на погрешность 
при вычислении функций и их производных. 
Алгоритм измельчения состоит из следую-
щих последовательных шагов [7]:

1. Зафиксируем натуральное число q.
2. Для каждого внутреннего треугольни-

ка Tk:
– выбираем одну из его вершин;
– делим стороны, выходящие из этой вер-

шины, на q равных отрезков;
– проводим через полученные точки пря-

мые, параллельные другим сторонам треу-
гольника;

– в результате треугольник Tk разбивается 
на q² подобных треугольников.

При таком разбиении минимальный угол 
новой триангуляции остается равным (рис. 2) 
α(T), обеспечивая высокое качество сетки 
и более точное приближение границы области.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ
Отдельно рассмотрим программную реа-

лизацию алгоритма измельчения.
Данная программа выполняет триангуля-

цию области, ограниченной функциями F1(x) 
и G1(x), измельчение треугольников и приме-
нение градиентного спуска к крайним точкам 
триангуляции.

В качестве примеров, рассмотрим области, 
ограниченные неравенствами.

Пример 1 (2):

y ≥ x 2; y ≤ 1.  (2)

Из данного неравенства следует, что ниж-
няя функция ограничена параболой, а верх-
няя функция ограничена прямой.

Далее программа осуществляет вывод сле-
дующих графиков.

На изображении (рис. 3) также видны сле-
дующие элементы:

1. Синие точки – начальные точки для три-
ангуляции.

2. Фиолетовые линии – границы треуголь-
ников начальной триангуляции.

3. Красная линия – граница области y = x 2.
4. Синяя горизонтальная линия – граница 

области y = 1.
В частности, это изображение соответ-

ствует начальной стадии построения три-
ангуляции перед применением алгоритма 
измельчения. Граничные точки размещены 
так, что они образуют три треугольника, 
полностью лежащих внутри заданной обла-
сти [8].

На изображении (рис. 4) демонстрирует-
ся триангуляция после применения алгорит-
ма измельчения до сдвига точек, находящихся 
на границе триангуляции внутри области.

Процесс измельчения заключается в следу-
ющем:

1. Для каждой стороны начального тре-
угольника вычисляется средняя точка.

Рис. 2. Разбиение треугольника на 9 подобных тре-
угольников (q = 3)

Примечание: составлено авторами.
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2. Эти средние точки добавляются как но-
вые вершины.

3. Затем начальный треугольник делится 
на несколько более мелких треугольников, ис-
пользуя новые средние точки [9].

В результате после применения алгоритма 
измельчения количество треугольников уве-
личивается, что приводит к более детализи-
рованной и точной триангуляции. Визуаль-
ный результат:

1. Вершины новых треугольников отмече-
ны синими точками.

2. Границы новых треугольников отмече-
ны фиолетовыми линиями.

На графике (рис. 5) показана триангуля-
ция Делоне для точек, перемещенных по гра-
диенту функции F(x; y). Точки снова отмече-
ны синим цветом, а треугольники образованы 

ребрами пурпурного цвета. Границы области 
остаются теми же (красная и синяя линии). 
Точки были перемещены по градиенту, не вы-
ходя за границы области.

Этот график (рис. 6) показывает сдвиг то-
чек с помощью стрелок, указывающих на-
правление и величину перемещения. Исход-
ные точки отмечены синим цветом. Стрелки, 
нарисованные зеленым цветом, показывают 
сдвиг каждой точки.

Описание:
1. Синие точки представляют исходные 

координаты.
2. Зеленые стрелки указывают направле-

ние и величину сдвига точек. В некоторых 
случаях стрелки могут быть очень коротки-
ми или отсутствовать, если точки остались 
на месте (например, точки на границах).

Рис. 3. Первоначальная триангуляция до сдвига 
точек

Примечание: составлено авторами.

Рис. 4. Триангуляция после применения алгоритма 
измельчения

Примечание: составлено авторами.

Рис. 5. Триангуляция после применения алгоритма 
измельчения

Примечание: составлено авторами.

Рис. 6. Визуализация градиентов сдвига
Примечание: составлено авторами.
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Пример 2 (3):

y – x 2 > 0; y – x < 0.  (3)

Из данного неравенства следует, что ниж-
няя функция ограничена параболой, а верх-
няя функция ограничена прямой.

На этом изображении (рис. 7) показана на-
чальная триангуляция области, ограниченной 
параболой и прямой. Синие точки показыва-
ют начальные узлы, и треугольники построе-
ны на основе этих точек.

На этом изображении (рис. 8) показана 
триангуляция после измельчения начальных 
треугольников. Дополнительно введенные 
точки (на серединах ребер начальных тре-
угольников) добавлены, что привело к увели-
чению количества треугольников. Этот про-
цесс увеличивает число разбиений в области 
и обеспечивает более точное представление 
геометрии области.

На этом подграфике показана триангуля-
ция после применения градиентного спуска 
к граничным точкам. Точки на границе пере-
мещаются под действием градиентных сил, 
чтобы лучше соответствовать граничным ус-
ловиям. Сравнение с предыдущим подгра-
фиком показывает, что точки и треугольники 
были смещены ближе к реальным границам. 
Триангуляция после сдвига точек представле-
на на рис. 9 и 10 соответственно.

Пример 3 (криволинейная трапеция).
Пусть Ω – плоская область, которая будет 

задана при помощи системы неравенств (4):

0 ≤ x ≤ 3,

{x 2 – 3 × x – 2 ≤ y ≤ 3 × x – x 2}.  (4)

Получится следующая триангуляция кри-
волинейной трапеции, построенная при по-
мощи алгоритма измельчения (рис. 11–12).

Разработанный в рамках исследования ал-
горитм триангуляции основывается на методе 
измельчения плоской области, ограниченной 
системой неравенств. Этот подход был реали-
зован с помощью программной реализации, 
обеспечил высокую точность построения 
триангуляции благодаря градиентному сдви-
гу точек к границам области [10].

Графики, представленные на рис. 3–12, де-
монстрируют эффективность предложенного 
метода. Использование измельчения позво-
лило значительно увеличить количество тре-
угольников в пределах области, тем самым 
обеспечив более детализированную и точную 
аппроксимацию ее границ.

Интересно сравнение этого метода с класси-
ческим алгоритмом Делоне. Алгоритм измель-
чения показывает явные преимущества при 

Рис. 7. Первоначальная триангуляция 
до применения алгоритма

Примечание: составлено авторами.

Рис. 8. Алгоритм измельчения до сдвига точек
Примечание: составлено авторами.
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обработке областей с большим разбиением тре-
угольников. В частности, по сравнению с ис-
следованиями А. В. Скворцова, который акцен-
тировал внимание на триангуляции Делоне для 
ограниченных областей, метод измельчения 
позволяет более точно контролировать фор-
му и расположение граничных треугольников 
за счет применения градиентного сдвига [10].

Стоит отметить, что минимальный угол 
треугольников триангуляции, как было пока-
зано в исследованиях А. А. Клячина, влияет 
на точность вычислений при аппроксимации 
функций на этой триангуляции. Наши резуль-
таты подтверждают, что применение мето-
да измельчения позволяет сохранять доста-
точно высокие значения минимальных углов 

Рис. 9. Триангуляция после сдвига точек
Примечание: составлено авторами.

Рис. 10. Триангуляция после сдвига точек
Примечание: составлено авторами.

Рис. 11. Триангуляция до применения и после применения алгоритма измельчения до сдвига точек
Примечание: составлено авторами.
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треугольников, что способствует уменьше-
нию погрешности вычислений. Однако, как 
и в любом численном методе, существует ряд 
ограничений. Во-первых, эффективность ал-
горитма напрямую зависит от начального рас-
пределения точек и формы области. В некото-
рых случаях, когда область имеет сложную 
форму или большое количество точек на гра-
нице, алгоритм может требовать значитель-
ных вычислительных ресурсов. Во-вторых, 
при очень мелкой триангуляции может возни-
кать проблема накопления ошибок при мно-
гократном измельчении, что требует дополни-
тельной оптимизации на стадии градиентного 
сдвига точек.

В дальнейшем планируется исследовать 
возможности комбинирования метода измель-
чения с другими подходами к триангуляции, 
а также расширение программы для работы 
с многомерными областями.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Таким образом, основной целью представ-

ленной работы являлось выполнение разра-

ботки и программной реализации алгоритма 
триангуляции, основанного на методе из-
мельчения плоской области, заданной систе-
мой неравенств. Триангуляция применяется 
как эффективный метод разбиения, в частном 
случае это алгоритм измельчения произволь-
ной триангуляционной поверхности. В за-
ключение необходимо отметить, что триангу-
ляция может применяться в таких областях, 
как медицина, физика, химия и другие науч-
ные сферы.

Триангуляция является основным мето-
дом создания геодезических сетей на боль-
шой территории и по сей день, только сейчас 
эти алгоритмы разбиения непосредственно 
применяются не вручную, а при помощи раз-
личных программных инструментов. Ведь 
процесс ручной триангуляции является бо-
лее долгим, чем с помощью программ. Этим 
обуславливается актуальность данной темы. 
Результаты работы могут быть применены 
при решении различных практических задач 
в профессиональных сферах жизнедеятель-
ности человека.

Рис. 12. Триангуляция после сдвига точек (предоставлена визуализация направления градиентов)
Примечание: составлено авторами.
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