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Аннотация. В настоящей работе описана математическая модель системы, способной компенсиро-
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Построение математической модели активной системы компенсации веса для проведения 

модальных испытаний слабодемпфированных аэрокосмических конструкций

ВВЕДЕНИЕ
Модальные испытания – это метод экс-

периментального исследования динамиче-
ских характеристик механических систем. 
Основная цель таких испытаний – опреде-
ление собственных частот, форм колебаний 
и коэффициентов демпфирования системы. 
Эти параметры важны для анализа динами-
ческого поведения объекта и его устойчиво-
сти к внешним воздействиям, например, ви-
брациям или ударам. При подготовке объекта 
к модальным испытаниям необходимо ми-
нимизировать нежелательные ограничения 
и демпфирования, а также исключить внеш-
ние воздействия, способные исказить резуль-
таты.

Одним из наиболее нежелательных внеш-
них факторов при испытаниях аэрокосмиче-
ской техники является влияние гравитации. 
Для исключения последней используются как 
пассивные, так и активные системы компен-
сации веса [1–4].

Пассивные системы компенсации веса ра-
ботают без активного управления или внеш-
него источника энергии (например, электро-
приводов). Они используют механические 
свойства материалов и конструкций для урав-
новешивания веса объекта. Как правило пас-
сивные системы строятся на пружинных или 
противовесных механизмах, которые имеют 
ряд минусов:

1. Требуют точной предварительной на-
стройки для конкретного веса.

2. Пружинные системы могут иметь 
нелинейные характеристики, что приводит 
к неточной компенсации веса.

3. Для тяжелых объектов механические 
пружины или противовесы могут стать гро-
моздкими.

Для устранения данных недостатков ис-
пользуют активные системы компенсации 
веса.

В данной работе рассматривается электро-
магнитная система компенсации веса, изобра-
женная на рис. 1.

Она включает в себя четыре основных эле-
мента: магнитопроводы 1 и 3, изготовленные 

из электротехнической стали, мощный по-
стоянный магнит 2, соленоид 4, представля-
ющий собой медную обмотку из сплава M1. 
Функция постоянного магнита состоит в ге-
нерации магнитного поля, которое при взаи-
модействии с токами, протекающими в соле-
ноиде, создает силу Ампера, выполняющую 
компенсирующую роль [5–7]. Поскольку вес 
конструкции компенсируется действием силы 
Ампера, необходимо, чтобы постоянный маг-
нит создавал достаточно сильное магнитное 
поле, что позволяет избежать необходимости 
пропускания через соленоид токов большой 
величины при обезвешивании массивных объ-
ектов. В связи с этим в качестве постоянного 
магнита был выбран неодимовый магнит, об-
ладающий остаточной магнитной индукцией, 
примерно втрое превышающей аналогичный 
параметр у ферритовых магнитов.

Работа системы основывается на элект-
родинамических принципах взаимодействия 
проводника с магнитным полем. Ток, проте-
кающий в соленоиде, при взаимодействии 
с магнитным полем в зазоре создает силу. На-
правление вектора силы определяется направ-
лением тока. При протекании тока по часовой 
стрелке сила действует вертикально вверх, 
в противном случае – вертикально вниз. Дан-
ная сила способна компенсировать массу как 
соленоида, так и груза, который будет к нему 
прикреплен. Индуктивность соленоида 
в данной системе зависит от его положения. 

Рис. 1. Электромагнитная система
Примечание: составлено авторами.
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В случае если соленоид полностью в зазоре, 
его индуктивность максимальна и магнитное 
сопротивление системы минимально, в об-
ратном случае индуктивность минимальна, 
а магнитное сопротивление системы макси-
мально [8].

Для полного понимания работы данной 
системы необходимо получить математиче-
скую модель, представляющую собой систе-
му из дифференциальных уравнений, которая 
способна в полной мере описать электроди-
намические принципы, обеспечивающие ком-
пенсацию веса соленоида и груза.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
Математическая модель. Математи-

ческая модель включает в себя две взаи-
мосвязанные подсистемы: механическую 
и электротехническую. Последняя из них 
по второму правилу Кирхгофа [9] является 
алгебраической суммой падения напряжения 
на активном сопротивлении системы, солено-
иде и ЭДС самоиндукции, возникающей при 
движении соленоида:

U RI d L x I
dt

B l dx
dt

= + + ⋅ ⋅
( ( ) )

cp ,

где lср – усредненная длина одного витка соле-
ноида, В – магнитная индукция неодимового 
магнита.

Если расписать производную произведе-
ния, уравнение, описывающее электротехни-
ческую подсистему, примет следующий вид:

U RI L x dI
dt

I dL x
dx

dx
dt

B l dx
dt

= + + ⋅ + ⋅ ⋅( ) ( )
cp .

В целях упрощения записи при дальней-
шем моделировании перепишем данное урав-
нение следующим образом:

dI
dt L x

U RI I dL x
dx

dx
dt

B l dx
dt

= − − ⋅ − ⋅ ⋅







1
( )

( )
cp .

Подсистему, описывающую механическое 
взаимодействие элементов системы, можно 
записать как дифференциальное уравнение 
движения:

2

амп вязкая маг2
d xm F F mg F
dt
⋅ = − − − .

В данное уравнение входят четыре силы. 
Основными из них являются:

1. Сила Ампера, перемещающая соленоид 
по вертикальной оси.

2. Сила вязкого трения, пропорциональная 
скорости и описывающая сопротивление сре-
ды движению.

3. Магнитная сила, являющаяся результа-
том взаимодействия магнитных индукций по-
стоянного магнита и соленоида.

Расписав данные силы и записав все отно-
сительно ускорения системы, уравнение дви-
жения примет следующий вид:

d x
dt

I l c A dx
dt

mg I dL x
dx m

2

2

2

2
1

= ⋅ ⋅ − ⋅ − − ⋅








 ⋅пр

( ) .

Для анализа величины B воспользуемся 
уравнением Максвелла о циркуляции магнит-
ного поля [10], которое для постоянного маг-
нита имеет следующий вид (1):

Hdl I d
dt

Dds
S

l
= + ∫∫ ,  (1)

где D – электрическая индукция.
Через постоянный магнит не течет ток, 

следовательно, все, что находится в правой 
части уравнения (1), равно нулю. Таким обра-
зом, уравнение примет следующий вид:

ст ст в в 0�l Hdl H l H l= ⋅ + ⋅ =∫ ,

где Hст и Hв – напряженности магнитного поля 
в стали и воздухе соответственно, lст и lв – уча-
сток циркуляции магнитного поля в стали:

в в в в
ст

ст в 0 стμ μ
H l B lH
l l
⋅ ⋅

= − = −
⋅

.

Ввиду высокой магнитной проницаемости 
стали вектор индукции внутри материала пре-
имущественно ориентирован вдоль направле-
ния наименьшего магнитного сопротивления. 
Следовательно, при выходе в зазор, обладаю-
щий значительно меньшей магнитной прони-
цаемостью, ориентация вектора не претерпе-
вает изменений, оставаясь перпендикулярной 
поверхности границы. Таким образом, вектор 
не изменяется – Вст= Вв:

ст в 0 ст
ст

в

μ μH lB
l

⋅ ⋅
= − .
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Для определения магнитной индукции 
в стали необходимо обратиться к петле ги-
стерезиса, где отрицательной напряженности 
магнитного поля соответствует положитель-
ное значение индукции [11–13]. Этот подход 
позволяет учесть нелинейные свойства фер-
ромагнитного материала и правильно интер-
претировать его магнитное состояние.

Программный комплекс Ansys Maxwell ос-
нащен встроенной библиотекой гистерезис-
ных кривых для различных материалов, что 
позволяет учитывать их магнитные харак-
теристики с высокой точностью. Благодаря 
этому в среде моделирования возможно вос-
произвести поведение неодимового магнита 
и провести численный расчет создаваемой им 
магнитной индукции как в стальном магнито-
проводе, учитывая сложные нелинейные за-
висимости материала, так и в воздушном за-
зоре.

На рис. 2 изображена расчетная модель, 
магнитная индукция в рабочей области воз-
душного зазора находится в диапазоне 
от 0,7908 до 0,6326.

Для более точного расчета определения 
магнитной индукции определим магнитный 

поток, создаваемый магнитом. Для расчетной 
модели на рис. 2 он равен 0,031 Вб.

Отношением магнитного потока к площа-
ди сечения вычисляется магнитная индукция 
в зазоре:

ст
в ст

ст

Ф 0,0031= 0,704
0,0044

B B
S

= = =  Tл.

Для определения длины проволоки lпр вос-
пользуемся следующим уравнением (2):

( )пр ср 1 пр2π 4 6l l N N R d= ⋅ = + ,  (2)

где R1 – радиус первого слоя обмотки, dпр – ди-
аметр проволоки, N – число витков, пересека-
ющих магнитный поток,

min

пр

b xN
d
+

= ,

где bmin – минимальная ширина катушки, пе-
ресекающая магнитный поток.

Как показано на рис. 3, основная часть маг-
нитного потока сосредоточена в области зазо-
ра, однако некоторая его доля рассеивается 
за пределы зазора. В начальный момент вре-
мени катушка полностью размещена внутри 
зазора и, соответственно, пересекает толь-
ко магнитный поток, сконцентрированный 

Рис. 2. Расчет постоянного магнита
Примечание: составлено авторами.
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в нем. По мере выхода катушки за пределы 
зазора она начинает взаимодействовать с пол-
ным магнитным потоком, включая рассеян-
ную его часть, вследствие чего увеличивается 
число витков, участвующих в работе обезве-
шивания.

Согласно рис. 3 можно определить макси-
мальное число витков, пересекаемых магнит-
ным потоком Фст:

N b
dmax
max=
пр

,

где bmax – максимальная ширина катушки, пе-
ресекающая магнитный поток.

Следующим этапом определим индуктив-
ность медной обмотки, которая представляет 
собой сложную нелинейную величину. Нали-
чие данного факта делает аналитический рас-
чет указанной величины весьма затруднитель-
ным, поэтому было принято решение провести 
экспериментальные замеры с последующим 
выведением эмпирической формулы. Для про-
ведения измерений была составлена электри-
ческая цепь, которая представлена на рис. 4.

Данная цепь включает в себя источник 
переменного тока, сопротивления проводов 
R1 и R2, катушку индуктивности с индуктив-
ностью L и активным сопротивлением RL, 
а также резистор с сопротивлением R.

Составленная электрическая схема по-
зволяет замерить напряжения на резисторе 
и медной обмотке, которые, в свою очередь, 
выражаются следующими уравнениями:

u t R i tR ( ) ( )= ⋅ ,

u t R i t L di
dtL L( ) ( )= ⋅ + ,

где R – сопротивление резистора, RL – сопро-
тивление медной обмотки, L – индуктивность 
медной обмотки.

Рис. 4. Электрическая схема
Примечание: составлено авторами.

Рис. 3. Магнитное поле в зазоре
Примечание: составлено авторами.
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Применив преобразование Фурье, полу-
чим следующие уравнения:

U i R I iR ( ) ( )ω ω= ⋅ ,
U i R I i LI i iL L( ) ( ) ( )ω ω ω ω= ⋅ + ⋅ .

Данные зависимости позволяют составить 
следующую передаточную функцию:

U i
U i

R I i LI i i
R I i

R L i
R

Z
R

L

R

L L( )
( )

( ) ( )
( )

ω
ω

ω ω ω
ω

ω
=

⋅ + ⋅
⋅

=
+ ⋅

= ,

где Z – импеданс медной обмотки.
Выведенная передаточная функция позво-

ляет определить импеданс медной обмотки, 
что выражает ее полное сопротивление в обла-
сти комплексных чисел, где реальная и мнимая 
части представляют собой активное и реактив-
ное сопротивления медной обмотки соответ-
ственно:

Re( )Z RL= ,

Im( )Z L= ω .

В итоге индуктивность можно получить, 
поделив мнимую часть импеданса на часто-
ту ω.

Основной сложностью определения индук-
тивности медной обмотки является использо-
вание стального диска (рис. 1), поскольку он 
является областью индуцирования токов, ока-
зывающего воздействие на внешнее магнит-
ное поле, генерируемое соленоидом. Поэтому 
для проведения замеров была выбрана часто-
та тока, подводимого к соленоиду, в 0,1 Гц.

Влияние изменения положения солено-
ида на его индуктивность демонстрируется 
на рис. 5.

Учитывая нелинейное поведение индук-
тивности при изменении положения соле-
ноида, для получения соответствующего 
уравнения была проведена полиномиальная 
аппроксимация (3):

L x x x x x( ) , , , , ,= − + − +883 33 104 36 3 24 0 035 0 00564 3 2 .  (3)

Продифференцировав данную функцию 
по перемещению, получим следующие урав-
нение (4):

dL x
dx

x x x( ) , , , ,= ⋅ − + −3 53 10 313 10 6 49 0 03583 3 2 .  (4)

Рис. 5. Зависимость индуктивности от перемещения
Примечание: составлено авторами.
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РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ
В итоге электромагнитная система компен-

сации веса описывается двумя нелинейными 
дифференциальными уравнениями:

dI
dt L x

U RI I dL x
dx

dx
dt

B l dx
dt

= − − ⋅ − ⋅ ⋅







1
( )

( )
cp ,

2 2

пр2
( ) 1

2
d x dx I dL xI l B с mg
dt dt dx m

 
= ⋅ ⋅ − ⋅ − − ⋅ ⋅ 
 

,

в которых магнитная индукция постоянного 
магнита B, рассчитанная в программе Ansys 
Maxwell, равна 0,704 Тл, индуктивность ка-
тушки L (x) и ее производная по перемеще-
нию dL (x)/dx являются сложными функция-
ми, которые были экспериментально замерены 
и аппроксимированы уравнениями (3) и (4) 
соответственно. Среднюю длину одного вит-
ка соленоида lср и длину проволоки, пересе-
кающую магнитный поток lпр, можно найти 
из уравнения (2).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Описанная математическая модель актив-

ной системы обезвешивания с использовани-
ем постоянного магнита и соленоида предна-
значена для компенсации веса при проведении 
модальных испытаний слабодемпфирован-
ных аэрокосмических конструкций. Опре-
делены характеристики постоянного магни-
та и получены зависимости индуктивности 
и ее производной от перемещения. Состав-
лена система дифференциальных уравнений, 
включающая в себя механическую и элек-
тротехническую подсистемы. Полученные 
соотношения описывают поведение систе-
мы в зависимости от силы тока, подаваемо-
го на медную обмотку, что позволяет прове-
сти компьютерное моделирование системы 
с использованием программного обеспечения 
MATLAB [14–20].
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