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Аннотация. В статье рассматривается проблема многокритериального выбора в условиях неопре-
деленности, вызванной субъективным назначением весовых коэффициентов для критериев. Для реше-
ния этой проблемы предлагается подход, основанный на использовании интервальных оценок важно-
сти критериев вместо точечных значений. Этот подход повышает адекватность модели и устойчивость 
получаемых решений. Также предложена модификация метода TOPSIS, адаптированная для работы 
с интервально заданными весами на бесконечном множестве альтернатив. В рамках этого подхода вво-
дится концепция мягкого TOPSIS-решения, устойчивого к вариациям весовых коэффициентов в задан-
ных пределах. Практическая значимость и работоспособность методики проверена на примере опти-
мизации состава многокомпонентной смеси.

Ключевые слова: многокритериальная задача, принятие решений, неопределенность, интервальные 
веса, TOPSIS, мягкое решение

Для цитирования: Симаков П. К. Модификация метода TOPSIS // Вестник кибернетики. 2026. Т. 25, 
№ 1. С. 70–83. https://doi.org/10.35266/1999-7604-2026-1-7.

Original article

TOPSIS method modification

Pavel K. Simakov
South Ural State University (National Research University), Chelyabinsk, Russia

Abstract. The article considers the problem of multi-criteria decision analysis under uncertainty conditions 
caused by subjective weights of the criteria. The paper addresses the specified issue as well as proposes an ap-
proach of interval criteria estimation instead of point assessment. This technique improves the model’s suffi-
ciency and solutions stability. The study presents a modification of the TOPSIS method, which lies in its adap
tation for interval-defined weights on an infinite set of alternatives. Moreover, the approach introduces a soft 
TOPSIS concept that is resistant to changes in criteria weights within set limits. The author tests the method’s 
practical significance and efficiency by optimizing a multicomponent mixture formula.

Keywords: multi-criteria decision analysis, decision-making, uncertainty, interval weights, TOPSIS, soft 
decision

For citation: Simakov P. K. TOPSIS method modification. Proceedings in Cybernetics. 2026;25(1):70–83. 
https://doi.org/10.35266/1999-7604-2026-1-7.

ВВЕДЕНИЕ
Моделирование поведения сложных управ-

ляемых систем неразрывно связано с  реше-
нием многокритериальных задач. Ключевой 
проблемой при этом является субъективный 
характер оценки относительной важности оп-

тимизируемых критериев со  стороны лица, 
принимающего решение (ЛПР). Зачастую 
даже незначительные вариации в  определе-
нии весовых коэффициентов могут приво-
дить к существенно различным оптимальным 
решениям. Несмотря на  наличие широкого 
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спектра методов решения многокритериаль-
ных задач, их практическое применение ча-
сто ограничено трудностью априорного точ-
ного задания весов критериев.

Указанную проблему можно смягчить, пе-
рейдя от точечных оценок весов к интерваль-
ным, что позволяет ЛПР выражать свои пред-
почтения в форме, требующей менее точной 
количественной информации. В  настоящей 
работе предлагается подход, в  котором ЛПР 
задает значимость критериев на основе непол-
ной информации, формализуемой в виде ин-
тервальной неопределенности. В  рамках 
данного подхода представлена модифика-
ция метода TOPSIS для работы с интерваль-
ными весами и  непрерывным множеством 
альтернатив. Формализовано новое понятие 
решения многокритериальной задачи: мяг-
кое TOPSIS-решение, сохраняющее устойчи-
вость при незначительных изменениях весов. 
Практическая применимость предложенных 
концепций демонстрируется на примере зада-
чи определения оптимальной рецептуры мно-
гокомпонентной смеси в  условиях неполной 
информации о предпочтениях ЛПР.

Моделирование и  анализ сложных управ-
ляемых систем неизбежно связаны с  необ-
ходимостью выбора решений, оптимальных 
одновременно по  нескольким критериям. 
Многокритериальные задачи принятия реше-
ний (MCDA) находят широкое применение 
в  различных областях, включая исследова-
ние внедрения электромобилей [1], повыше-
ние надежности программного обеспечения 
[2], выбор терапии при сахарном диабете [3], 
формирование автопарка для междугородных 
перевозок [4] и  анализ проблем, возникаю-
щих при внедрении Индустрии 4.0 [5].

Особую актуальность MCDA приобрета-
ют в сфере разработки и оптимизации рецеп-
тур в пищевой и химической промышленно-
сти, где необходимо одновременно учитывать 
множество зачастую конфликтующих требо-
ваний: стоимость сырья, питательную цен-
ность, органолептические свойства, техноло-
гические параметры и экологические аспекты. 
В исследовании по разработке рецептуры хле-

ба с  цельнозерновой мукой [6] применялись 
методы анкетирования потребителей и  ре-
грессионного анализа для оптимизации соот-
ношения компонентов по органолептическим 
и физико-химическим критериям. При опти-
мизации творожной массы для детского пи-
тания [7] использовалась комбинация линей-
ного программирования и матричного метода 
проектирования для максимизации содержа-
ния витамина С при минимизации себестои-
мости.

Теоретической основой многокритериаль-
ной оптимизации служат концепции вектор-
ных оптимумов, среди которых оптималь-
ность по Парето [8] нашла наиболее широкое 
применение в  прикладных исследованиях. 
Однако ключевая практическая проблема ис-
пользования Парето-оптимальности заключа-
ется в том, что полученное множество реше-
ний часто оказывается чрезмерно большим 
для практического выбора.

Для решения этой задачи разработан ряд 
конструктивных методов, включая метод 
взвешенной суммы, TOPSIS [9], COPRAS [10] 
и EDAS [11]. В частности, метод TOPSIS де-
монстрирует высокую эффективность при ра-
боте с конфликтующими критериями. Однако 
корректное применение этих методов требу-
ет от ЛПР точного априорного задания весов 
критериев, что сопряжено со значительными 
трудностями из-за субъективной природы по-
нятия «важность критерия».

Использование интервальных весов пред-
лагается в  качестве перспективного подхо-
да, упрощающего процесс оценки важности 
критериев для ЛПР. Данный подход позво-
ляет формализовать неполную информацию 
о предпочтениях и снижает влияние погреш-
ностей при назначении весов. Важно отме-
тить, что даже незначительные вариации 
в определении весовых коэффициентов могут 
привести к существенному изменению итого-
вого выбора альтернативы.

В контексте метода TOPSIS концепция ин-
тервальных весов исследовалась ранее, од-
нако существующие подходы имеют огра-
ничения. В  работе [12] учитывались только 
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экстремальные значения интервалов, что 
потенциально ведет к  потере информации. 
В [13] предложена модель, где оценка альтер-
нативы определяется как максимально дости-
жимое значение средневзвешенного показате-
ля. Предлагаемое в настоящем исследовании 
развитие метода TOPSIS для работы с интер-
вальными весами направлено на преодоление 
указанных ограничений и повышение устой-
чивости решений к вариациям в оценках важ-
ности критериев.

В теории принятия решений традицион-
но рассматриваются два типа множеств аль-
тернатив  – дискретные и  непрерывные. Если 
в  первом случае альтернативы представля-
ют собой конечное число четко определен-
ных вариантов, то  во  втором мы имеем дело 
с  бесконечным (континуальным) множеством 
альтернатив, описываемых непрерывными 
параметрами. Для бесконечных альтернатив 
множество Парето часто представляет собой 
непрерывную поверхность или гиперповерх-
ность в  пространстве критериев. Проблема 
выбора наилучшего решения в условиях про-
тиворечивых критериев является центральной, 
а для задач с бесконечным множеством альтер-
натив, где пространство возможных решений 
является непрерывным, прямое перечисление 
и сравнение всех вариантов оказывается невоз-
можным. Это требует разработки специализи-
рованных математических методов для поис-
ка и сужения множества Парето-оптимальных 
решений. В данной работе предлагается моди-
фикация метода TOPSIS для применения его 
с бесконечными альтернативами.

В контексте теории принятия решений аль-
тернатива представляет собой один из  воз-
можных вариантов действия, доступных лицу, 
принимающему решение (ЛПР). Когда мно-
жество альтернатив является бесконечным, 
задача принятия решений трансформирует-
ся в задачу математической оптимизации, где 
решение описывается непрерывными пара-
метрами. Такие задачи характерны для про-
ектирования сложных технических систем, 
управления технологическими процессами 
и экономического моделирования.

Рассмотрим существующие методы скаля-
ризации и  проблемы корректности для бес-
конечных множеств. Линейная свертка кри-
териев (взвешенная сумма критериев) – один 
из  наиболее популярных методов сведения 
многокритериальной задачи к  однокритери-
альной. Однако, как показано в  ряде работ 
[14, 15], область осмысленного применения 
линейной свертки уже, чем принято считать. 
Метод является строго обоснованным толь-
ко в двух случаях: когда отношение предпо-
чтения ЛПР может быть точно представле-
но линейной функцией полезности или когда 
множество достижимых  векторов является 
выпуклым. Для невыпуклых множеств метод 
линейной свертки не позволяет найти все эф-
фективные решения, «пропуская» значитель-
ную их часть, что делает его неприменимым 
в общем случае.

Для преодоления ограничений линейной 
свертки применяются иные методы скаляри-
зации. Минимум-Максимум функция  – уни-
версальна и работает для любых форм Паре-
то-фронта, гарантирует нижнюю оценку для 
всех критериев. Штрафная функция  – фоку-
сируется на одном случайно выбранном кри-
терии на  шаге поиска, накладывая штрафы 
на отклонения других критериев от текущих 
значений, – также отличается универсально-
стью.

Также существуют прямые методы поис-
ка в многокритериальном пространстве. Для 
непосредственного поиска в  непрерывных 
пространствах широко применяются мето-
ды, не требующие вычисления производных. 
Метод Нелдера  – Мида (метод деформиру-
емого многогранника) представляет собой 
метод безусловной оптимизации, не  исполь-
зующий градиентов [16]. Его основная идея 
заключается в  последовательном перемеще-
нии и  деформировании симплекса вокруг 
точки экстремума. Это делает его полезным 
для работы с  негладкими и  зашумленными 
функциями. В  многокритериальной оптими-
зации он часто используется для адаптивно-
го поиска оптимальных весов в  процедуре 
скаляризации. Адаптивный случайный поиск 
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(АСП) выступает альтернативой для слож-
ных задач, где метод Нелдера – Мида может 
«застревать» в  локальных минимумах [17]. 
АСП, комбинируясь со скалярными функция-
ми агрегирования, позволяет эффективно ап-
проксимировать все множество Парето даже 
для негладких и мультимодальных функций.

Существуют комбинированные подходы, 
помогающие сузить множества Парето. Для 
преодоления ограничений простых мето-
дов скаляризации предлагаются комбиниро-
ванные подходы. В работе [18] предлагается 
двухэтапный метод. На первом этапе исполь-
зуется аксиоматический подход, основанный 
на сборе «квантов информации» от ЛПР, что 
позволяет построить новый векторный кри-
терий и  существенно сузить исходное мно-
жество Парето. На втором этапе к уже сужен-
ному множеству применяется линейная или 
мультипликативная свертка для окончатель-
ного выбора. Такой подход минимизирует 
риск ошибки, присущий «слепому» примене-
нию сверток ко всему множеству, и делает ре-
шение более обоснованным для задач с бес-
конечными альтернативами.

Анализ последних исследований показы-
вает, что задачи с  бесконечными альтерна-
тивами в теории принятия решений требуют 
комплексного подхода. Прямые методы поис-
ка, такие как АСП и Нелдер – Мид, позволя-
ют эффективно аппроксимировать множество 
Парето в  сложных непрерывных простран-
ствах. Однако ключевой вызов заключает-
ся в  корректном сужении этого множества 
и  выборе итогового решения. Критический 
анализ линейной свертки демонстрирует ее 
ограниченную применимость, жестко завися-
щую от свойств множества Парето. Наиболее 
перспективными являются комбинированные 
подходы, которые на  первом этапе исполь-
зуют аксиоматические методы для сужения 
множества на основе информации о предпо-
чтениях ЛПР и  лишь на  втором применяют 
стандартные процедуры скаляризации. Пер-
спективным направлением дальнейших ис-
следований является разработка гибридных 
алгоритмов, сочетающих достоинства пря-
мых методов оптимизации с  возможностя-

ми современных метаэвристических методов 
и методов учета предпочтений ЛПР.

Рассмотрим m-критериальную задачу при-
нятия решений. Пусть

  Χ = {x1,x2,.., xm}    (1)

является конечным множеством альтернатив, 
на котором определены m скалярных функ-
ций f1,f2, ...fm, называемых критериями.

Задача ЛПР состоит в выборе альтернати-
вы Α ∈ Χ, при которой все m критериев fj при-
мут по возможности большие значения.

Стоит отметить, что достаточно часто, 
выбирая решение, ЛПР может стремиться 
уменьшить значение части критериев. Так, 
например, оптимизируя процесс производ-
ства, ЛПР может не только обеспечить макси-
мальный объем выпускаемой продукции, но 
одновременно с этим минимизировать долю 
брака. Отметим, что, заменив в такой задаче 
минимизируемые целевые функции на проти-
воположные, всегда можно получить равно-
сильную задачу (1), в которой уже все функ-
ции нужно максимизировать.

Задачу можно отождествить с матрицей ре-
шений F=[fj(xᵢ)]n×m, где элемент xij матрицы F 
совпадает со значением критерия  fj при выбо-
ре ЛПР альтернативы Αi. В такой задаче вы-
бор ЛПР некоторой альтернативы означает 
выбор соответствующей строки матрицы F.

Под решениями задачи (1) обычно понима-
ют [8] векторные максимумы. Одним из них 
является максимум по Парето.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
Метод TOPSIS
Также рассмотрим метод TOPSIS [3]. Ос-

новная концепция этого метода заключается 
в том, что выбранная альтернатива должна 
иметь наименьшее расстояние от идеального 
решения и наибольшее расстояние от отрица-
тельно идеального решения в некотором гео-
метрическом смысле.

Метод TOPSIS предполагает, что каж-
дый критерий имеет тенденцию к монотон-
но увеличивающаяся или уменьшающаяся 
полезность. Поэтому легко определить иде-
альные и отрицательно-идеальные решения. 
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Для оценки относительной близости аль-
тернатив к идеальному решению был пред-
ложен подход с использованием евклидова 
расстояния. Таким образом, порядок пред-
почтения альтернатив может быть получен 
путем серии сравнений этих относительных 
расстояний.

Метод TOPSIS оценивает следующую ма-
трицу решений, относящуюся к m альтерна-
тивам, которые оцениваются с точки зрения n 
критериев:
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где xij обозначает показатель эффективности 
i-й альтернативы в терминах j-го критерия. 

Далее представлены этапы метода TOPSIS.
Этап 1: Построение нормализованной ма-

трицы решений.
Метод TOPSIS сначала преобразует раз-

личные измерения критериев в безразмерные 
критерии. Таким образом, элемент нормали-
зованной матрицы решений rij вычисляется 
следующим образом:

r
x

x
ij

ij

kj
k

m
�

�
� 2

1

.

Этап 2: Постройте Взвешенную нормали-
зованную матрицу решений.

Набор весов W=(w1,w2,w3,…,wn), ∑wi=1, 
определенный лицом, принимающим реше-
ния, используется с матрицей решений для 
генерации взвешенной нормализованной ма-
трицы V следующим образом:

V

w r w r w r w r
w r w r w r w r

n n

n n�

1 11 2 12 3 13 1

1 21 2 22 3 23 2
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�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

Умножается вес критериев на элементы 
критерия из нормализованной матрицы при-
нятия решений. 

Этап 3: Определите Идеальное и Отрица-
тельно-Идеальное решения.

Идеал, как и отрицательный идеал, обозна-
чаемый как A⁻ альтернативы (решения) опре-
деляются следующим образом:

A+ = {u+
ij1,…, u+

ijn} = {(maxiuij | j ∈ J′), 
(miniuij | j ∈J), i=1,2,…,m} = {u1+,u2+,…,un+}, 

A– = {u–
ij1,…, u–

ijn} = {(miniuij | j ∈ J′),  
(maxiuij | j ∈ J), i=1,2,…,m} = {u1

–,u2
–,…,un

–},

где:
J = {j = 1,2,3,…, n}, и j связан с критериями 

выгоды.
J′ = {j =1,2,3,…, n}, и j связан с критериями 

затрат/потерь.
Из предыдущих определений следует, что 

альтернатива Α+ указывает на наиболее пред-
почтительную альтернативу или идеальное 
решение. Аналогично альтернатива Α– ука-
зывает на наименее предпочтительную аль-
тернативу или отрицательно-идеальное ре-
шение.

Идеальное решение вычисляется следую-
щим образом. Для положительных качеств бе-
рется максимальное значение во всем столбце 
критериев, для отрицательных – минималь-
ное. 

Отрицательно-Идеальное решение вычис-
ляется похоже, только для положительных ка-
честв берется минимальное значение во всем 
столбце критериев, для отрицательных – мак-
симальное. 

Этап 4: Рассчитайте меру разделения.
Затем применяется метод n-мерного евкли-

дова расстояния для измерения расстояний, 
отделяющих каждую альтернативу от иде-
ального решения и отрицательно-идеального 
решения. Таким образом, для расстояний от 
идеального решения получится следующее 
уравнение:

S u ui ij j
j

n

� �
�

� �� ( )
2

1

, для i = 1,2,3,…,m, 

где Sᵢ+– расстояние (в евклидовом смысле) ка-
ждой альтернативы от идеального решения.

Аналогично для расстояний от отрицатель-
но-идеального решения мы имеем:
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S u ui ij j
j

n

� �
�

� �� ( )
2

1

, для i = 1,2,3,…m,

где Sᵢ– – расстояние (в евклидовом смысле) ка-
ждой альтернативы от решения с отрицатель-
ным идеалом.

Этап 5: Рассчитайте относительную бли-
зость к идеальному решению.

Относительная близость альтернативного 
Αi по отношению к идеальному решению Α+ 
определяется следующим образом:

  C
S

S Si
i

i i
*

,�
�
�

� �
   (2)

где 1 ≥ Cᵢ* ≥ 0 и i = 1,2,3, …, m.
Этап 6: Ранжируйте порядок предпочтений.
Наилучшая (оптимальная) альтернати-

ва теперь может быть определена в соот-
ветствии с порядком ранжирования предпо-
чтений Cᵢ*. Поэтому лучшей альтернативой 
является та, которая имеет наименьшее рас-
стояние до идеального решения. Предыдущее 
определение также может быть использова-
но для демонстрации того, что любая альтер-
натива, имеющая наименьшее расстояние от 
идеального решения, также гарантированно 
будет иметь наибольшее расстояние от отри-
цательно идеального решения.

Модификация методов
Будем теперь считать, что, планируя при-

менить метод TOPSIS, ЛПР выбирает не точ-
ные значения весов, а некоторые промежутки, 
которым эти веса принадлежат.

Предполагается, что вес wj может быть за-
дан либо числом γj (фиксированный вес), либо 
интервалом, где [αj, βj] (j = 1,…,m), 0 ≤ αj ≤ βj, 
то есть:

wj ∈{γj|0 ≤αj ≤ βj}.

Другими словами, набор весов w = (w1, 
w2,…,wm) представляет собой интервальную 
неопределенность [19]. Множество таких не-
определенностей обозначим:

W = W1 × W2×…×Wₘ⊂ ℝᵐ ,

где Wj = [αj; βj] (j = 1, …,m), для интервальных 
весов, а для фиксированных примет следую-
щий вид: Wj = γj (j = 1,…,m).

Для корректной работы алгоритма необхо-
димо, чтобы существовал хотя бы один век-
тор весов, удовлетворяющий этим условиям. 
Это выполняется, если сумма всех фиксиро-
ванных весов и минимальных интервальных 
весов не превышает 1, а сумма фиксирован-
ных весов и максимальных интервальных ве-
сов не меньше 1:

� � � �j
j J

j
j K

j
j J

j
j K� � � �

� � � �� � � �1 ,

где J – множество индексов фиксированных 
весов, K – множество индексов интервальных 
весов.

Поскольку веса в методе TOPSIS должны 
быть нормированы, их сумма равна единице. 
Множество всех допустимых векторов весов 
представляет собой пересечение m-мерного 
гиперпараллелепипеда W=[α1,β1]×[α2,β2]×…
×[αm, βm] при наличии только интервальных 
весов и W = [α1,β1]× γ2×…×[αm, βm], если неко-
торые веса заданы фиксированно.

Меру множества W будем обозначать SW, 
а именно:

SW =W∩T,

где T w w w wm j j
j

m

� �
�
�{( , ... , ) | , }

1

1

0 1     . 

Будем предполагать, что Sw не пусто. Мера 
Лебега [20] не подойдет, потому что если не-
которые веса заданы точно (фиксированные), 
например w1 = 0,4, то множество допустимых 
весов имеет меньшую размерность, чем все 
пространство весов.

В качестве меры будем использовать нор-
мированную меру Лебега, полагая, что она 
должна быть равна единице. В случае когда 
множество SW состоит из конечного числа то-
чек, например когда некоторые веса заданы 
точно, в качестве меры множества SW исполь-
зуется считающая мера, также отнормирован-
ная к единице.

Далее для каждой альтернативы 
Aᵢ (i = 1,…, n) обозначим через W(Aᵢ) множе-
ство всех векторов весов w∈W, для которых Ai 
имеет максимальный оценочный балл Ci* (вы-
численный по формуле (2)) среди всех альтер-
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натив. Ниже SW(Ai) означает нормированную 
меру множества W(Ai), а вероятностная мера 
на множестве допустимых векторов весов 
имеет вид:

  �( )
( )

.A
S A
Si
W i

W
�   (3)

Очевидно, что поскольку множество аль-
тернатив конечно, то хотя бы для одной аль-
тернативы Ai ее мера SW(Ai), а следовательно, 
и величина μ(Ai) будут отличны от нуля.

Определение 1. Мягким TOPSIS-решени-
ем многокритериальной задачи принятия ре-
шений с интервальными весами будем назы-
вать множество

A
A
A

A i n ATOPSIS i

i
i i� � � � �

�
�
�

��

�
�
�

��

�
�

( )
( , , ) : ( ) ,1 0

где μ(Ai) является функцией принадлежности 
альтернативы Ai и определяется в (3).

Смысл определения 1 в том, что в мягкое 
TOPSIS-решение входят все те альтернативы, 
которые являются TOPSIS-решениями. Также 
оно показывает, для какой доли (вероятности 
в рамках равномерной модели) всех допусти-
мых векторов весов альтернатива оказывает-
ся наилучшей. При этом альтернативы, яв-
ляющиеся TOPSIS-решениями на множестве 
меры ноль, в мягкого TOPSIS-решение не 
попадают. Это гарантирует исключение «не
устойчивых» альтернатив из решения.

Для построения мягкого TOPSIS-решения 
будем придерживаться следующего алгоритма.

1) Выполняем шаги 1–6 алгоритма TOPSIS.
2) Для каждого набора весов w ∈W опреде-

ляем альтернативу Ai, имеющую максималь-
ный оценочный балл Ci* (вычисленный по 
формуле (2)) среди всех альтернатив.

3) Вычисляем SW и SW (Ai) (i=1,…,n).
4) Используя формулу (3), строим решение 

ATOPSIS.
При прохождении пунктов 2) и 3) прихо-

дится использовать численные методы. Здесь 
при построении численных алгоритмов мож-
но использовать как постоянную сетку (при 
небольшом количестве критериев), так и ме-
тод Монте-Карло. Затем в качестве прибли-
женного значения функции принадлежности 

(3) можно для каждой альтернативы Ai взять 
отношение количества узлов, в которых Ai 
была лучшей по значению AS альтернативы, 
к  общему числу узлов, в которых проводи-
лись вычисления.

Модификация метода TOPSIS для рабо-
ты с непрерывными альтернативами

Для решения задачи (1) сформулируем не-
прерывный аналог метода TOPSIS. Измене-
ние в алгоритме метода TOPSIS можно опи-
сать следующими шагами.

Шаг 1. На первом этапе определяются кри-
терии и альтернативы задачи принятия ре
шения.

Шаг 2. Затем строится N-вектор-функция

f(x) = (f1(x), f2(x),… ,fN(x)),

где x – альтернатива x ∈ X x = (x1,…, xn ), x ∈ ℝⁿ, 
j – критерий (функция fj (x)) X= (f1(x),…,fm (x)) 
xᵢj = fj (x)).

В дискретном случае i – альтернатива 
i n=1,   (строка), j – критерий (столбец) j m=1,  . 
В дискретном случае в матрице xij указывает 
значение эффективности i-й альтернативы на 
основе j-го критерия.

Шаг 3. Построение нормализованного ре-
шения.

Метод TOPSIS сначала преобразует раз-
личные измерения критериев в безразмерные 
критерии. Таким образом, элемент rj вычисля-
ется следующим образом:

r
f x

f x dx
j

j

j
x

�

�
( )

( )

.
2

 

Шаг 4. Построение взвешенного нормали-
зованного решения.

Набор весов W = (w1, w2, w3,…, wn), где 
∑wᵢ=1, определенный лицом, принимающим 
решения, для расчета взвешенного нормали-
зованного решения следующим образом:

rj(x) = wjrj.

Шаг 5: Нахождение Идеального и Отрица-
тельно-Идеального решения.

Идеал, обозначаемый как Αj
+, и Отрица-

тельный идеал, обозначаемый как Αj
–, альтер-
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нативы (решения) определяются следующим 
образом:

Α+
j ={ f +

j(x)1,…, f +
j(x)n= 

={(maxj f j (x) | j ∈ J’)} = 
={r1+(x), r 2+ (x).,,,. rn+(x)},

Α–
j ={ f –

j(x)1,…, f –
j(x)n= 

={(minj f j (x) | j ∈ J’)} = 
={r1–(x), r 2– (x).,,,. rn–(x)},

где:
J = {j = 1, 2, 3,…, n}, и j связан с критерия-

ми выгоды.
J’ = {j = 1, 2, 3,…, n}, и j связан с критери-

ями затрат/потерь.
В зависимости от критерия нужно брать 

минимум или максимум по функциям (столб-
цу). Если критерий отрицательный, то Αj 

+ бу-
дет минимумом функции, а Αj

– – максимумом 
функции. Если критерий положительный, то 
Αj 

+ будет максимумом функции, а Αj
– – мини-

мумом функции.
Из предыдущих определений следует, что 

альтернатива Αj 
+указывает на наиболее пред-

почтительную альтернативу, или Идеальное 
решение. Аналогично, альтернатива Αj

– ука-
зывает на наименее предпочтительную аль-
тернативу, или Отрицательно-Идеальное ре-
шение.

Шаг 6: Расчет меры разделения.
Затем применяется метод n-мерного евкли-

дова расстояния для измерения расстояний, 
отделяющих каждую альтернативу от Иде-
ального решения и Отрицательно-Идеально-
го решения. Таким образом, для расстояний 
от Идеального решения получится следую-
щее уравнение:

S r Ax xj j
j

n

�
�

�

� ��( ) ( )( ) ,
2

1

где S+ – расстояние (в евклидовом смысле) ка-
ждой альтернативы от Идеального решения.

Аналогично, для расстояний от Отрица-
тельно-Идеального решения мы имеем:

S r Ax xj j
j

n

�
�

�

� ��( ) ( )( ) ,
2

1

где S– – расстояние (в евклидовом смысле) ка-
ждой альтернативы от Отрицательно-Идеаль-
ного решения.

Шаг 7: Расчет относительной близости 
к Идеальному решению.

C S
S S

x x
x x*

( )
( )

( ) ( )
,�

�
�

� �

где x* = arg max C*(x) .

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ
Задача составления оптимальной рецеп-

туры
В свете растущей актуальности рациональ-

ного питания для здоровья населения и пре-
одоления глобальных вызовов исследования 
природных ресурсов как основы оптимиза-
ции диет приобретают ключевое значение.

Рассматривается рецепт из пяти видов ягод 
(земляника садовая, крыжовник розовый, ма-
лина, смородина красная, жимолость), ха-
рактеризующийся содержанием четырех ми-
нералов (кальций, калий, магний, фосфор) 
и показателем нерастворимых пищевых во-
локон (на 100 г). Требуется определить про-
порции ягод, минимизирующие содержание 
волокон при одновременной максимизации 
концентраций Ca, K, Mg и P, с соблюдением 
двух ограничений:

1. Соотношение (Ca+2 : Mg+2 = 2 : 1).
2. Соотношение (Ca+2 : P+3 = 1 : 1).
Для полученной оптимальной смеси необ-

ходимо указать количественное содержание 
остальных минеральных элементов.

Биохимические показатели ягод приведе-
ны в табл. 1, а минеральные составы ягод, 
рассматриваемые в этой задаче, в табл. 2.

Поскольку по условиям задачи требуется 
минимизировать первую, шестую и седьмую 
функции, а максимизировать – вторую, тре-
тью, четвертую и пятую, то при определении 
состава смеси следует учесть эти требования. 
ЛПР оценил важность критериев следующи-
ми интервальными весами:

w1 = [0.04, 0.61], w2 = [0.04, 0.61],  
w3 = [0.15, 0.88], w4 = [0.04, 0.61],  
w5 = [0.04, 0.61], w6 = [0.05, 0.88],
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  w7 = [0.05, 0.88].  (4)

В виде уравнений поставленная задача 
имеет следующий вид:

X = (x1,x2,…,xn),

f1 – нерастворимые пищевые волокна → min,
f2 – кальций Ca → max,
f3 – калий K → max,
f4 – магний Mg → max,
f5 – фосфор P → max,
f6 = (Ca – 2 • Mg)2 → min,
f7 = (Ca – P) 2 → min.
Распишем функции:

f1 = 2,1x1 +2,3x2 + 4,9x3 +3x4 + 
+ 2,1(1 – x1 – x2 – x3 – x4). 

f2 = 486,1x1 + 211,2x2 + 167x3 +  
+136,3x4 + 89,3(1–x1 – x2 – x3 – x4). 

f3 = 2143,3x1 + 1258,4x2 + 813,1x3 + 967,2x4) + 
+ 1140,1(1 – x1 – x2 – x3 – x4). 

f4 = 120,3x1 + 76,1x2 + 132,3x3 + 98,54x4 + 
+ 39,41(1–x1 – x2 – x3 – x4). 

f5 = 264,2x1 +416x2 + 415,3x3 +347,1x4 + 
+ 212(1–x1 – x2 – x3 – x4). 

f6 =(245,5x1 +59x2 – 97,6x3 – 60,78x4+ 
+10,48(1 – x1 – x2 – x3 – x4))². 

f7 = (221,9x1 – 204,8x2 – 248,3x3 –  
– 210,8x4 – 122,71(1 – x1 – x2 – x3 – x4))².

f6 и f7 задаются в виде квадрата невязок: для 
Са+2 : Mg+2 = 2:1

f6 (x) = q1(x) = f2 (x1) – 2f4 (x1),

для
f7(x) = q2 (x) = f2 (x1) – 2f5 (x1). 

Ограничения следующие:

x1,x2,x3,x4,x5 ≥0,

xi
i�
� �

1

5

1.

Продукты, входящие в состав:

x1,…,xn,

которые образуют x = (x1, … ,xn)ᵀ – вектор 
столбец. 

Также существует условие того, что рецеп-
тура находится на стандартном симплексе:

 
x

x i n

i
i

n

i

�
� �

� � �

�

�
�

�
�

1

1

0 1

,

, , , ,
   (5)

при ( , )i n=1 . Будем называть вектор x рецеп-
том, если выполнено условие (5).

Минералы и полезные вещества, которые 
содержатся в продуктах, запишем в виде ма-
трицы:

A
a a

a a
m n

n

m mn

� �
�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

11 1

1

�
� � �
�

,

где Ai – i-я строка матрицы A. Точнее говоря, 
Aᵢ = (a11,…, a1n), a aᵢj – количество элемента i 
в продукте j при ( , , )i m j n� �1 1; .

Требуется найти рецепт x, при котором бу-
дут получаться максимальные или минималь-
ные количества некоторых веществ. Множе-
ство номеров таких веществ обозначим Imax 
и Imin соответственно. Иными словами:

 
f x a x i Ii ij

j
j( ) max ( ),

max
� � ��   (6)

  f x a x i Ii ij
j

j( ) min ( ).
min

� � ��   (7)

При этом требуется по возможности выдер-
живать соотношения q между веществами типа:

  a x k a xij
j

n

j p ij
j

n

j
� �
� ��

1 1
   (8)

при (p = 1, ..., q). И соотношение коэффициент 
пропорциональности kp равняется:

k

a x

a x
p

ij
j

n

i

ij
j

n

j

� �

�

�

�
1

1

.

Система (5)–(8), как правило, несовмест-
на. Поэтому будем стараться по возможности 
выдерживать соотношения (6)–(7). Для этого 
введем следующие функции:

q x a x k a xp ij
j

n

j p ij
j

n

j( ) � �
�

�
�
�

�

�
�
�

� �
� �

1 1

2

при ( , )p q=1 .
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Эти функции характеризуют «невязки» 
между элементами и получившимися соотно-
шениями. 

Невязки нужны, чтобы контролировать 
пропорции веществ в смеси. Они позволяют 
количественно оценить, насколько фактиче-
ское соотношение компонентов отличается от 
запланированного. 

Если невязка равна 0, соотношение соблю-
дено идеально. Положительная невязка оз-
начает избыток одного компонента. Отрица-
тельная невязка означает недостаток одного 
компонента, что эквивалентно избытку дру-
гого.

Квадрат невязки qp(x) – это просто невяз-
ка, возведенная в квадрат. Она нужна, чтобы 
функцию представить в виде квадратичной 
функции, которая гладкая и легко дифферен-
цируема, что критически важно для методов 
оптимизации.

Будем подбирать рецептуру так, чтобы, 
с  одной стороны, были выполнены требова-
ния (6)–(7), с другой стороны – требования:

   q p(x) → min.  (9)

И при этом должны выполняться ограни-
чения (5). Задачу (5), (6)–(7), (9) назовем зада-
чей составления рецептуры с учетом квадра-
тов невязок. Эта задача представляет собой 
многокритериальную задачу принятия реше-
ний на стандартном симплексе.

В используемой далее вычислительной 
процедуре при нахождении (3) величина Sw 
использоваться не будет. Вместо этого для 
вычисления значений функции принадлеж-
ности μ(Ai) используем вместо сетки с по-
стоянным шагом метод Монте-Карло. При 
каждом наборе весов в узлах сетки получа-
ем решение задачи Ai из множества реше-
ний, при этом обновляем множество W(Aᵢ), 
добавляя в него рассматриваемый узел сет-
ки. Затем для каждого решения Aᵢ будем 
считать

�( )
( )

,A
K A
Ki
i�

где K (Aᵢ) – количество элементов в множе-
стве, W(Aᵢ) а K – общее число узлов сетки.

Рассмотрим решение задачи на первой ите-
рации используя модифицированный метод 
TOPSIS для непрерывного случая. Веса для 
рассматриваемого примера возьмем равным 
одному. На шаге 3 интеграл для первой функ-
ции нормализованного решения примет сле-
дующий вид:
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 А само нормализованное решение для пер-
вой функции получится следующим:
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На шаге 4 взвешенное нормализованное 
решение для первой функции получится сле-
дующим:

r1(x) = 1⋅0,5774x2 + 8,0829x3 + 2,5981x4 + 
+ 6,0622.

На шаге 5 находим Идеальное и Отрица-
тельно-Идеальное решения для первой функ-
ции. Чтобы это сделать, нужно найти макси-
мум и минимум для каждой рассматриваемой 
функции в задаче. Для этого будем использо-
вать методы роя частей [21] и субградиент-
ный метод MA(αk) [22]. 

Решение, получившееся методом роя ча-
стиц, для первой функции: 

max , ,( )
1

1
14 145081595145829f x =

min , .( )
1

1
6 06217782649107f x =

Решение, получившееся субградиентным 
методом MA(αk), для первой функции:

max , ,( )
1

1
14 145081595145829f x =
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min , .( )
1

1
6 06217782649107f x =

Далее в зависимости от критерия нужно 
для Α+

j и Α–
j присвоить получившиеся экстре-

мумы функций. 
На шаге 6 мера разделения примет вид:

S
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На шаге 7 расчет относительной близо-
сти к Идеальному решению получается сле
дующий:

C
x x x

x
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1 2 3
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x x x� � �

x* = arg maxC*(x).

Для поиска x* нужно найти максимум функ-
ции C*(x). Для этого будем использовать мето-
ды роя частей и субградиентный метод MA(αk). 
Для нахождения x5 в рассматриваемых методах 
нужно из суммы получившихся найденных то-
чек экстремума вычесть единицу. 

Решение, получившееся методом роя частиц: 
Максимальное значение функции:
x* = 0,959467889429241.
Найденный максимум в точках:

[0,39928254, 0, 0,60071746, 0, 0].

Решение, получившееся субградиентным 
методом MA(αk):

Максимальное значение функции:
x* = 0,959085743483797.
Найденный максимум в точках:

[0,39612851, 0, 0,55272025, 0, 0,05115125, 0].

Теперь возьмем для нашего примера веса 
(4). В рассмотренном примере общее число 
точек, в которых проводились вычисления, 
составило 100. Для поиска экстремума функ-
ции использовали метод роя частиц. В ре-
зультате вычисления было получено нечеткое 
TOPSIS-решение

A
x x x x x

TOPSIS �
�
�
�

�
�
�

0 22 0 0 71 0 07 0

1 2 3 4 5

,
, ,

,
,

,
, .

Посчитаем получившиеся функции:

f1 = 2,1⋅0,22+ 2,3⋅0+4,9⋅0,7+3⋅0,07+2,1⋅0, 
f2 = 486,1⋅0,22+211,2⋅0+167⋅0,71+ 

+136,3⋅0,07+89,3⋅0, 
f3 = 2143,3⋅0,22+1258,4⋅0+813,1⋅0,71+ 

+967,2⋅0,07+1140,1⋅0, 
f4 = 120,3⋅0,22+76,1⋅0+132,3⋅0,71+ 

+98,54⋅0,07+39,41⋅0, 
f5 = 264,2⋅0,22+416⋅0+415,3⋅0,71+ 

+347,1⋅0,07+212⋅0, 
f1 = 4,10, f2 = 235,05, f3 =1116,53,  

f4 = 127,30, f5 = 377,29

и получившиеся соотношения:

q1 = f2 / f4 , q2 = f2 / f5,

q1 = 1,846426, q2 = 0,622996. 

Также приведем решение, получившее-
ся, когда для поиска экстремума функции ис-
пользуется субградиентный метод MA(αk) 
вместо роя частиц. 

В результате вычисления было получено 
сильное TOPSIS-решение: 

Aᵀᴼᴾˢᴵˢ* = x1 =1.

Посчитаем получившиеся функции:

f1 = 2,1⋅1+2,3⋅0+4,9⋅0+3⋅0+2,1⋅0, 
f2 = 486,1⋅1+211,2⋅0+167⋅0+136,3⋅0+89,3⋅0, 

f3 = 2143,3⋅1+1258,4⋅0+813,1⋅0+ 
+967,2⋅0+1140,1⋅0, 

f4 = 120,3⋅1+76,1⋅0+132,3⋅0+98,54⋅0+39,41⋅0, 
f5 = 264,2⋅1+416⋅0+415,3⋅0+347,1⋅0+212⋅0, 

f1 = 2,1, f2 = 486,1, f3 = 2143,3,  
f4 = 120,3, f5 = 264,2

и получившиеся соотношения:

q1 = f2 / f4 , q2 = f2 / f5, 
q1 = 0,017456, q2 = 0,007949. 

Чтобы посмотреть в получившейся смеси 
количество остальных минеральных элемен-
тов, нужно провести минеральный анализ по-
лучившейся оптимальной смеси.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В представленном исследовании предложе-

на модификация метода TOPSIS для решения 
многокритериальных задач принятия реше-
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ний в условиях неопределенности, когда веса 
критериев задаются в виде интервалов, а мно-
жество альтернатив является бесконечным 
(непрерывным). Введено новое понятие мягко-
го TOPSIS-решения, устойчивого к вариациям 
весовых коэффициентов в заданных пределах.

К числу основных преимуществ предло-
женного подхода относятся:

– Учет неопределенности предпочтений 
ЛПР  – переход от  точечных оценок весов 
к  интервальным  – позволяет ЛПР выражать 
свои предпочтения в  менее строгой и  более 
адекватной форме, что соответствует реаль-
ной практике принятия решений, когда точ-
ные количественные оценки важности кри-
териев затруднительны. Этот подход может 
быть использован и в других конструктивных 
методах [23, 24], применяемых для выбора 
оптимальных альтернатив.

– Расширение области применения – адап-
тация метода TOPSIS для работы с непрерыв-
ными множествами альтернатив существенно 
расширяет класс решаемых задач, открывая 
возможности для применения в  таких обла-
стях, как оптимизация рецептур, технологи-
ческих процессов, проектирование сложных 
систем и параметрическая оптимизация.

– Практическая значимость: разработан-
ный подход успешно апробирован на  задаче 
оптимизации рецептуры многокомпонент-
ной смеси, что демонстрирует его работоспо-
собность и практическую применимость для 
решения реальных инженерных и  производ-
ственных задач.

Однако предложенный метод имеет и опре-
деленные ограничения:

– Высокая вычислительная сложность. 
Необходимость многократного решения за-
дач оптимизации для каждого набора весов 
из интервала в рамках процедуры Монте-Кар-
ло существенно увеличивает вычислитель-
ные затраты, особенно для задач высокой раз-
мерности.

– Зависимость от  методов оптимизации. 
Точность и эффективность метода сильно за-
висят от используемых алгоритмов оптимиза-
ции (метод роя частиц, субградиентные мето-
ды), которые могут «застревать» в локальных 
экстремумах для сложных невыпуклых функ-
ций, что требует тщательного подбора и  на-
стройки алгоритмов.

– Сложность аналитического анализа. Для 
сложных критериев и  ограничений аналити-
ческое исследование свойств мягкого реше-
ния может быть затруднительно, что повыша-
ет зависимость от численных экспериментов.

Перспективными направлениями дальней-
ших исследований являются разработка более 
эффективных вычислительных алгоритмов, 
снижающих нагрузку за  счет адаптивных 
стратегий и метаэвристики; адаптация мето-
да для других классов многокритериальных 
задач, включая задачи с  нечеткими интерва-
лами; а  также исследование возможностей 
комбинирования предложенного подхода 
с другими методами принятия решений в ус-
ловиях неопределенности для построения ги-
бридных моделей.
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