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ВВЕДЕНИЕ 
В настоящее время находят широкое при-

менение и активно разрабатываются автома-
тические системы дистанционного контроля 
состояния растений, позволяющие своевре-
менно определить наличие заболеваний рас-
тений, водный статус, получать сведения  
о биомассе в сыром и сухом состояниях как  
в полевых условиях, так и в тепличных хозяй-
ствах [1–6]. 

Распознавание состояния растений пред-
полагает решение задачи классификации 
изображений, и в качестве классификатора 
предлагается использовать искусственную 
нейронную сеть (ИНС) как обучающуюся мо-
дель, работа которой практически не требует 
вмешательства пользователя. 

При решении задачи оценки состояния расте-
ний используется многоклассовая классифика-
ция, т. е. изображение будет относиться к одному 
из 8 выбранных классов наиболее распростра-
ненных заболеваний растительных культур: 

- bacterial spot (бактериальная пятнистость); 
- fungle spot (грибковая пятнистость); 
- healthy (здоровое); 
- late blight (фитофтороз); 
- leaf mold (листовая плесень); 
- leaf scorch (ожог листьев); 
- powdery mildew (мучнистая роса); 
- yellow curl virus (вирус желтой курчавости). 
На выходе классификатора формируется век-

тор вероятностей отношения входного изобра-
жения к каждому классу. Класс с наивысшим 
значением вероятности и будет являться резуль-
татом решения задачи классификации. 

Представлены этапы создания и развертыва-
ния для общего пользования модели ИНС свер-
точной архитектуры, решающей задачу много-
классовой классификации состояния растений 
по цветным изображениям. Все операции, свя-
занные с обработкой изображений, выполнены 
в цветовом пространстве RGB. 

 
МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 

Материалом для исследований послужили 
цифровые фотографии листьев здоровых и 
больных растений, опубликованные в откры-
том доступе платформы Kaggle. Объем вход-
ных данных составляет примерно из 18 000 
изображений 8 разных классов. Количество 

примеров в каждом классе должно быть оди-
наковым, чтобы избежать несбалансированно-
сти классов. Несбалансированность классов 
создает проблемы при решении задач класси-
фикации, поскольку построенные на таких 
данных модели имеют «перекос» в сторону 
мажоритарного класса [7, 8]. Выборка изобра-
жений делится на 3 компонента в следующем 
соотношении данных: обучающая – 70 %, вали-
дационная (проверочная) и тестовая – по 15 %. 
Обучающая выборка используется непосред-
ственно в процессе обучения и является  
основной, проверочная часть датасета – для 
оптимизации гиперпараметров сети и исклю-
чения переобучения, тестовая – для оценки 
качества работы сети.  

В качестве среды разработки использовалась 
облачная платформа Google Colab, связанная  
с учетной записью разработчика на Google Диске, 
что позволяет существенно упростить исследова-
ния в области машинного обучения [8–10]. В ка-
честве классификатора состояния растений ис-
пользуется модель ИНС сверточной архитек-
туры (CNN), решающая задачу многоклассовой 
классификации состояния растений по цвет-
ным изображениям. 

При решении поставленной задачи была 
использована предобученная сверточная 
нейронная сеть MobileNet на наборе данных 
«ImageNet», что позволяет значительно умень-
шить время обучения. 

Одна из причин переобучения нейронной 
сети [8] – слишком большое количество  
в сети нейронов. В данной работе модель 
CNN MobileNet имеет очень большое число 
нейронов ввиду своей большой глубины.  
Таким образом, если наблюдается расхожде-
ние в точности выходных значений между 
обучающей и проверочной выборкой, то про-
цесс обучения следует остановить и умень-
шить число нейронов в модели. Но с умень-
шением числа нейронов уменьшается и точ-
ность выходных значений, то есть ухудшится 
показатель качества работы ИНС, поэтому 
при переобучении необходимо сохранение 
числа нейронов [11].  

Это помогает сделать широко распростра-
ненный алгоритм Dropout, часто называемый 
в русском языке методом исключения, целью 
которого является снижение специализации 
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каждого отдельного нейрона и его преобразо-
вание для решения более общей задачи [11], 
а именно: на каждой итерации изменения ве-
совых коэффициентов часть нейронов нужно 
исключать с заданной вероятностью p. 

Алгоритм Dropout используется к класси-
фикационной части нейронной сети и распо-

лагается перед последним, выходным слоем 
«Dense» (рис. 1). 

У алгоритма Dropout используется один 
аргумент – вероятность p того, что нейрон не 
будет исключен из сети.  

 

 
 

Рис. 1. Применение алгоритма Dropout в Keras для модели на основе MobileNet 

Примечание: составлено авторами. 

 

Для исследования влияния алгоритма 

Dropout на качество работы ИНС проведено 

несколько обучений CNN-модели с разными 

значениями вероятности p. Результаты моде-

лирования приведены в табл. 1. 

 

Таблица 1 

Результаты обучения ИНС с использованием алгоритма Dropout 
 

Значение вероятности p 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 

Точность (обучающая выборка), % 77 80 86 88 87 85 81 81 79 

Точность (проверочная выборка), % 67 72 76 85 83 77 74 70 70 
 

Примечание: составлено авторами.  

 

Из табл. 1 видно, что лучшим значением 

вероятности является p = 0,4, так как при этом 

значении были продемонстрированы лучшие 

показатели в точности на обеих выборках, а 

также наилучший прогресс в точности – на 

проверочной выборке. 

На рис. 2 отображен ход обучения сети 

MobileNet методом исключения с выбранной 

лучшей вероятностью p = 0,4.  

Таким образом, метод вероятностного ис-

ключения нейронов Dropout помог избавиться 

от переобучения в рамках данной конкретной 

задачи.  

На рис. 3 отражены зависимости качества 

обучения модели нейронной сети MobileNet 

(точность и ошибка для обучающей и валида-

ционной выборок), улучшенная методами 

аугментации данных и Dropout. 

 

 
 

Рис. 2. Обучение модели на основе MobileNet при p = 0,4 

Примечание: составлено авторами. 
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Рис. 3. Графическое представление процесса обучения 

Примечание: составлено авторами. 

 

Из рис. 3 видно, что значения точности на 

обучающей и особенно проверочной выбор-

ках повысились и находятся практически на 

одном уровне 88 и 85 % соответственно (зеле-

ная и красная линии), что подтверждает дей-

ственность описанных ранее методов совер-

шенствования модели. 

Затем выполнена процедура тестирования 

обученной модели: случайным образом при 

помощи библиотек Keras для работы с изоб-

ражениями выбирается изображение из те-

стовой выборки (не участвовавшее в обуче-

нии) (рис. 4). 

 

 
 

Рис. 4. Генерация случайного изображения из тестовой выборки 

Примечание: составлено авторами. 

 

Как видно из названия объекта, это растение 

с болезнью «фитофтороз» (класс «late_blight»). 

Результатом является массив вероятно-

стей отношения тестируемого изображения 

ко всем 8 классам (рис. 5). При этом видно, 

что с вероятностью 99,9 % изображение отно-

сится к классу с меткой «3». На рис. 6  

с метками классов видно, что данной метке 

соответствует класс «late_blight», следова-

тельно, классификация выполнена успешно.  
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При создании приложения необходимо вы-

полнить развертывание модели на основе Mo-

bileNet для общего пользования и преобразо-

вать модель «mobilenet_model» из формата 

«H5» в формат «JSON», совместимый с любой 

JavaScript средой. Файлы формата «JSON» 

позволяют осуществлять обмен данными 

между клиентской и серверной частями при-

ложения.  

 

 
 

Рис. 5. Результат классификации моделью на основе MobileNet 
Примечание: составлено авторами. 

 

 
 

Рис. 6. Успешная классификация 
Примечание: составлено авторами. 

 
Для запуска моделей машинного обучения 

в браузере с использованием JavaScript [12]  
и решения задачи конвертации используется 
библиотека «Tensorflow.js», имеющая следу-
ющие преимущества: 

- наличие большого числа инструментов 
для визуализации происходящих процессов 
(графики, анимация и др.); 

- наличие прямого доступа к сенсорам 
устройства (камера, GPS и пр.); 

- отсутствие необходимости отправлять 
обрабатываемые данные на сервер, как след-
ствие – безопасность данных пользователя; 

- совместимость с Python-моделями.  

Tensorflow.js запускается в браузере, по-
скольку это обеспечивает высокую произво-
дительность за счет использования библио-
теки WebGL для выполнения различных ма-
тематических операций с тензорами. 

Далее необходимо выполнить преобразо-
вание модели в JSON-формат командой 
«tensorflowjs-converter». По окончанию вы-
полнения команды на Google Диске создается 
архив с выходными данными, который нужно 
распаковать, а данные из него сохранить  
в ранее созданном каталоге «tensorflowjs-
model» (рис. 7). 

 

 
 

Рис. 7. Конвертация Keras-модели в формат JSON  

и сохранение выходных данных в каталоге «tensorflowjs-model» 
Примечание: составлено авторами. 
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Развертывание модели машинного обучения 
для общего пользования предполагает создание 
web-приложения – программы, позволяющей 
пользователю взаимодействовать с этой моде-
лью через браузер с использованием компью-
тера, в частности сети и веб-сервера. 

Пользовательский интерфейс web-прило-
жения создается путем верстки на языке раз-
метки HTML с применением языка формаль-
ного описания CSS. 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ 

Тестирование разработанного приложения 
осуществляли на локальном веб-сервере – эму-
ляторе хостинга с использованием XAMPP 
(Apache + MariaDB + PHP + Perl) – бесплатной 
кроссплатформенной сборки веб-сервера.  

Произведена проверка работы функцио-

нальных характеристик системы: загрузки  

в браузер модели машинного обучения, вы-

вода на экран загруженного изображения 

и результатов классификации. Для этого 

нужно нажать левой клавишей мыши на боль-

шую светлую область в центре экрана 

(кнопка со значком стрелки загрузки) и вы-

брать на устройстве изображение растения 

(рис. 8). 

Сообщение «Model Loaded Successfully» 

оповещает об успешной загрузке конвертиро-

ванной модели машинного обучения (рис. 8). 

Надпись на кнопке загрузки поменялась – по-

сле загрузки картинки предлагается заменить 

изображение. 

 

 
 

Рис. 8. Результат работы приложения 

Примечание: составлено авторами. 

 

Изображение на рис. 8 листа растения, по-

раженного бактериальной пятнистостью, 

было получено из тестовой выборки изобра-

жений, не участвовавших в обучении загру-

женной в браузер модели. Как видно из ри-

сунка, картинка была отнесена нейронной се-

тью к классу «bacterial_spot» (это и есть бак-

териальная пятнистость) с вероятностью 

94,78 %. Этот результат отражен на круглом 

индикаторе со шкалой, заполненной соответ-

ственно значению вероятности, а также на 

блоке под индикатором в виде округленного 

до ближайшего целого значения. 

При тестировании приложения выявлены 

следующие особенности работы системы 

классификации:  

- объект должен занимать максимальное 

пространство на изображении; 

- объект должен быть равномерно освещен. 

При невыполнении этих требований точ-

ность распознавания падает. 
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Для выполнения первой классификации тре-

буется немного больше времени, чем для после-

дующих (примерно 7–10 секунд против 3–5 на 

последующих изображениях). Это связано  

с затратами времени на инициализацию модели. 

При попытке загрузки файла, не являюще-

гося изображением (рис. 9), откроется всплы-

вающее окно с предупреждением о некоррект-

ном формате выбранного файла. 

 

 
 

Рис. 9. Предупреждение при загрузке файла некорректного формата 

Примечание: составлено авторами. 

 

Таким образом, приложение успешно за-

грузило модель нейронной сети и корректно 

классифицировало предоставленное изобра-

жение. 

 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Результатом работы является развернутое 

для публичного использования и адаптирован-

ное под мобильные устройства веб-приложе-

ние, функционирующее на основе созданной 

модели сверточной нейронной сети, решаю-

щей задачу классификации состояния расте-

ний по анализу фотографий. 

Использованы методы улучшения каче-

ства работы реализованной модели – аугмен-

тация входных данных и алгоритм Dropout, 

которые позволили повысить точность ра-

боты сети на 10 % на обучающей выборке 

и на 26 % – на проверочной. Кроме того, с их 

помощью была решена проблема переобуче-

ния модели. Для повышения качества класси-

фикации необходимо использовать предвари-

тельную обработку регистрируемых изобра-

жений: повышение контрастности, масшта-

бирование изображения и т. д. 

Улучшенная CNN-модель была развер-

нута для общего пользования в виде веб-при-

ложения. 

Проведено тестирование приложения с ис-

пользованием локального веб-сервера XAMPP 

для проверки корректности выполнения  

основных функций: запуска приложения, за-

грузки модели и файлов, генерации резуль-

татов классификации и вывода на экран дан-

ных, обработки исключений. 

 
Список источников 

 

1. Rahman C. R., Arko P. S., Ali M. E. et al. Identifi-

cation and Recognition of Rice Diseases and Pests  

Using Convolutional Neural Networks // Biosys-

tems Engineering. 2020. Vol. 194. P. 112‒120.  

DOI 10.1016/j.biosystemseng.2020.03.020. 

2. Янишевская Н. А., Болодурина И. П. Примене-

ние технологий компьютерного зрения для раз-

работки модели распознавания поражений куль-

турных растений // Вестн. Юж.-Урал. гос. ун-та. 

 References 
 

1. Rahman C. R., Arko P. S., Ali M. E. et al. Identifi-

cation and Recognition of Rice Diseases and Pests  

Using Convolutional Neural Networks // Biosys-

tems Engineering. 2020. Vol. 194. P. 112‒120.  

DOI 10.1016/j.biosystemseng.2020.03.020. 

2. Yanishevskaya N. A., Bolodurina I. P. Application 

of Computer Vision Technologies for the Develop-

ment of a Model for the Recognition of Lesions of 

Cultivated Plants // Bulletin of the South Ural State 

https://elibrary.ru/item.asp?id=46404863
https://elibrary.ru/item.asp?id=46404863
https://elibrary.ru/item.asp?id=46404863
https://elibrary.ru/item.asp?id=46404863
https://elibrary.ru/contents.asp?id=46404862


 

Брыкин В. В., Брагинский М. Я., Тараканова И. О., Тараканов Д. В. 

Анализ состояния растений с применением технологий искусственного интеллекта  

 

 

© Брыкин В. В., Брагинский М. Я., 

Тараканова И. О., Тараканов Д. В., 2022  13 

Серия «Компьютерные технологии, управление, 

радиоэлектроника». 2021. Т. 21, № 3. С. 5–13. 

3. Тараканов Д. В., Брагинский М. Я., Брыкин В. В. 

Повышение качества идентификации состояния 

растений искусственной нейронной сетью // 

Наука и образование в эпоху перемен: перспек-

тивы развития, новые парадигмы : материалы X 

Всерос. науч.-практич. конф., Ростов-на-Дону,  

15 июля 2022 г. Ростов-на-Дону : Манускрипт, 

2022. С. 51–60. 

4. Брагинский М. Я., Тараканов Д. В. Фенотипирова-

ние растений адаптивной системой обработки 

изображений на базе сверточных нейронных се-  

тей // Вестник кибернетики. 2021. № 2 (42). С. 6–16. 

5. Rahman M. A., Islam M. M., Mahdee G. M. S.,  

Kabir M. W. U. Improved Segmentation Approach 

for Plant Disease Detection // Proceedings of the 

2019 1st International Conference on Advances in 

Science, Engineering and Robotics Technology 

(ICASERT), May 03‒05, 2019, Bangladesh. P. 1–5. 

DOI 10.1109/ICASERT.2019.8934895. 

6. Чешкова А. Ф. Обзор современных методов об-

наружения и идентификации болезней растений 

на основе анализа гиперспектральных изображе-

ний // Вавилов. журн. генетики и селекции. 2022. 

Т. 26, № 2. С. 202–213. 

7. Сэмплинг в условиях несбалансированности 

классов. URL: https://loginom.ru/blog/imbalance-

class (дата обращения: 02.11.2022). 

8. Погружение в сверточные нейронные сети:  

передача обучения (transfer learning). URL: 

https://habr.com/ru/post/467967/ (дата обращения: 

02.11.2022). 

9. Keras Applications. URL: https://keras.io/api/appli 

cations/ (дата обращения: 02.11.2022). 

10. Simonyan K., Zisserman A. Very Deep Convolutional 

Networks for Large-Scale Image Recognition // ArXiv. 

2015. 14 p. URL: https://arxiv.org/pdf/1409.1556.pdf 

(дата обращения: 02.11.2022). 

11. Dropout – метод борьбы с переобучением 

нейронной сети. URL: https://proproprogs.ru/neu 

ral_network/dropout-metod-borby-s-pereobucheniem- 

neyronnoy-seti (дата обращения: 02.11.2022). 

12. Представляем Tensorflow.js: машинное обучение 

в JavaScript. URL: https://datastart.ru/blog/read/ 

predstavlyaem-tensorflowjs-mashinnoe-obuchenie-

v-java script (дата обращения: 02.11.2022). 

University. Series “Computer Technologies, Auto-

matic Control, Radioelectronics”. 2021. Vol. 21,  

No. 3. P. 5‒13. (In Russian). 

3. Tarakanov D. V., Braginsky M. Ya., Brykin V. V. 

Improving the Quality of Identifying the State of 

Plants by an Artificial Neural Network // Science 

and Education in an Era of Change: Development 

Prospects, New Paradigms : Proceedings of the X 

All-Russian Research-to-Practice Conference, Ros-

tov-on-Don, July 15, 2022. Rostov-on-Don : 

Manuskript, 2022. P. 51‒60. (In Russian). 

4. Braginsky M. Ya., Tarakanov D. V. Plant Phenoty-

ping by an Adaptive Image Processing System Based 

on Convolutional Neural Networks // Proceedings in 

Cybernetics. 2021. No. 2 (42). P. 6‒16. (In Russian). 

5. Rahman M. A., Islam M. M., Mahdee G. M. S., Ka-

bir M. W. U. Improved Segmentation Approach for 

Plant Disease Detection // Proceedings of the 2019 

1st International Conference on Advances in Sci-

ence, Engineering and Robotics Technology (ICA-

SERT), May 03‒05, 2019, Bangladesh. P. 1–5.  

DOI 10.1109/ICASERT.2019.8934895. 

6. Cheshkova A. F. A Review of Hyperspectral Image 

Analysis Techniques for Plant Disease Detection 

and Identification // Vavilov Journal of Genetics  

and Breeding. 2022. Vol. 26, No. 2. P. 202‒213. 

(In Russian). 

7. Sempling v usloviiakh nesbalansirovannosi klassov. 

URL: https://loginom.ru/blog/imbalance-class (ac-

cessed: 02.11.2022). (In Russian). 

8. Pogruzhenie v svertochnye neironnye seti: peredacha 

obucheniia (transfer learning). URL: https://habr.com/ 

ru/post/467967/ (accessed: 02.11.2022). (In Russian). 

9. Keras Applications. URL: https://keras.io/api/appli 

cations/ (accessed: 02.11.2022).  

10. Simonyan K., Zisserman A. Very Deep Convolutional 

Networks for Large-Scale Image Recognition // ArXiv. 

2015. 14 p. URL: https://arxiv.org/pdf/1409.1556.pdf 

(accessed: 02.11.2022). 

11. Dropout ‒ metod borby s pereobucheniem. URL: 

https://proproprogs.ru/neural_network/dropout-metod- 

borby-s-pereobucheniem-neyronnoy-seti (accessed: 

02.11.2022). (In Russian). 

12. Predstavliaem Tensorflow.js: mashinnoe obuchenie 

v JavaScript. URL: https://datastart.ru/blog/read/pred 

stavlyaem-tensorflowjs-mashinnoe-obuchenie-v-

java script (accessed: 02.11.2022). (In Russian). 

   

Информация об авторах 
 

В. В. Брыкин – аспирант. 

М. Я. Брагинский – кандидат технических наук, 

доцент. 

И. О. Тараканова – аспирант. 

Д. В. Тараканов – кандидат технических наук, 

доцент. 

 Information about the authors 
 

V. V. Brykin ‒ Postgraduate. 

M. Ya. Braginsky ‒ Candidate of Sciences (Engi-

neering), Associate Professor. 

I. O. Tarakanova ‒ Postgraduate. 

D. V. Tarakanov ‒ Candidate of Sciences (Engi-

neering), Associate Professor. 

 

https://elibrary.ru/contents.asp?id=46404862
https://elibrary.ru/contents.asp?id=46404862
https://elibrary.ru/contents.asp?id=46404862&selid=46404863


 

Вестник кибернетики. 2022. № 4 (48) 

Proceedings in Cybernetics. 2022. No. 4 (48) 

 

 

© Васильянов Г. С., Лавров А. А.,  

Лупин А. В., Малышев И. А., 2022  14 

Научная статья 

УДК 681.5  

doi: 10.34822/1999-7604-2022-4-14-22 

 

ОПТИМИЗАЦИЯ ПАРАМЕТРОВ ШАГАТЕЛЬНОГО ЦИКЛА РОБОТА 

НА ОСНОВЕ РЕГРЕССИОННОЙ МОДЕЛИ 

 

Георгий Сергеевич Васильянов 1, Алексей Александрович Лавров 2,  

Анатолий Викторович Лупин 3, Игорь Алексеевич Малышев 4 
1, 2, 3, 4 Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого, 

Санкт-Петербург, Россия 
1 g.vasilyanov@mail.ru, https://orcid.org/0000-0003-2115-6947 
2 lavrov_aa@spbstu.ru , https://orcid.org/0000-0001-5299-4789 
3 lupin_av@spbstu.ru, https://orcid.org/0000-0002-1920-069X 
4 malyshev_ia@spbstu.ru, https://orcid.org/0000-0002-8035-4401 

 

Аннотация. Рассмотрен алгоритм ситуационного управления движениями четырехногого ро-

бота, основанный на построении и оптимизации регрессионной модели в среде Gazebo. Представлены 

результаты вычислительных экспериментов влияния длины и высоты шага и времени переноса ноги на 

снижение до минимально возможного уровня колебаний его корпуса по углам крена и тангажа.  

При описании поверхности отклика, предполагаемо имеющей экстремумы, применена регрессион-

ная модель в виде полинома второго порядка, а с целью сокращения числа опытов при ее построении ис-

пользован ортогональный центральный композиционный план. Описан процесс получения регрессионной 

модели, оценки значимости ее коэффициентов, оценки адекватности регрессионной модели виртуальной 

модели робота в среде Gazebo, приведены результаты оптимизации параметров шагательного цикла при 

помощи симплекса метода Нелдера – Мида в среде Matlab, применение которого возможно при оптимиза-

ции параметров систем управления по другим критериям. 

Ключевые слова: шагающий четырехногий робот, система управления, симулятор Gazebo, ре-

грессионная модель  
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Abstract. The article considers an algorithm for situational control of a quadruped dog, based on build-

ing and optimizing a regression model in Gazebo. The results of simulation experiments demonstrate the effect 

of step length and height as well as leg transfer time on the minimum possible decrease in the roll and pitch 

angles of the robot body. 

A regression model in the form of a second-order polynomial was used to describe the response surface 

with supposed extremes. When building such a regression model, an orthogonal central composite plan was 
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applied in order to minimize the number of experiments. The study describes the process of obtaining  

a regression model, determining its coefficients significance, and evaluating the adequacy of the regression 

model’s virtual robot model in the Gazebo simulator. The results of parameter optimization for a stepping 

cycle are shown in Matlab using the simplex of the Nelder‒Mead method, which can be applied when opti-

mizing parameters of control systems according to other criteria. 

Keywords: walking quadruped robot, control system, Gazebo simulator, regression model 
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ВВЕДЕНИЕ 

Шагающие роботы (ШР) имеют более вы-

сокую проходимость по сравнению с колес-

ными, поэтому основной сферой применения 

ШР является исследование участков сильно 

пересеченной местности и опасных для чело-

века. Учитывая возможные условия передви-

жения ШР по маршруту с ровными и неров-

ными поверхностями, твердому или мягкому 

грунту, необходимо использовать ситуацион-

ный подход, и для каждой ситуации разрабо-

тать алгоритм, который позволит выполнить 

задачу с максимальной эффективностью, т. е. 

разбить общий алгоритм управления на част-

ные алгоритмы с оптимальными параметрами 

для конкретных условий [1]. Выбор алгоритма 

из возможных для конкретной ситуации ре-

шает более высокий уровень системы управле-

ния ШР.  

Рассмотрен алгоритм ситуационного уп-

равлении движения четырехногого робота по 

плоской поверхности с обеспечением сниже-

ния колебаний корпуса по углам крена  

и тангажа до минимально возможного 

уровня, что важно, например, при использо-

вании ШР для видеосъемки. Для проектиро-

вания робота и его системы управления ис-

пользовали моделирование в среде универ-

сального симулятора Gazebo [2, 3] при соот-

ветствии параметров модели параметрам 

опытного образца [4]. При проведении вы-

числительных экспериментов установлено, 

что на углы крена и тангажа корпуса робота 

значительно влияют длина шага, высота на 

которую робот поднимает ногу, и временной 

интервал между сменами подшагов. Приме-

нение численных методов оптимизации, 

например, метода градиентного спуска или 

метода наискорейшего спуска позволяют 

найти оптимальное значение целевой функ-

ции, но сам процесс поиска не дает полной 

информации о поверхности отклика. Поэтому 

в работе исследуется метод, основанный на 

построении регрессионной модели по резуль-

татам моделирования ШР в среде Gazebo и 

проводимой по этой модели оптимизации [5]. 

При описании поверхности отклика, предпо-

лагаемо имеющей экстремумы, чаще всего 

применяют регрессионные модели в виде по-

линома второго порядка, а с целью сокраще-

ния числа опытов при построении моделей ис-

пользуют ортогональные центральные компо-

зиционные планы. Такой подход применяется 

при моделировании и оптимизации объектов  

в самых различных областях, например, гор-

ном деле, транспорте, робототехнике [6–10]. 

В работе описан процесс получения ре-

грессионной модели, оценки значимости ее 

коэффициентов и адекватности регрессион-

ной модели виртуальной модели робота  

в среде Gazebo, приведены результаты опти-

мизации параметров шагательного цикла при 

помощи симплекс метода Нелдера – Мида  

в среде Matlab. Произведена оценка соответ-

ствия полученных расчетных данных дан-

ным, полученным при проведении испытаний 

опытного образца робота.  

 
МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 

Для четырехногих роботов используется 

один из самых распространенных типов похо-

док животных – шаг кошки или собаки. Шаг 

является наиболее экономным видом движе-

ния при неспешной ходьбе и позволяет сохра-

нять равновесие [11], поэтому за основу была 

взята именно эта манера движения (рис. 1). 
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Рис. 1. Движения ног кошки при походке типа шаг 
Примечание: составлено по [4]. 

 

На рис. 1 светлые горизонтальные полоски – 
фазы времени, когда стопа в воздухе; темные 
полоски – фазы, когда стопа опирается на по-
верхность. Обозначения ног: ЛЗ – левая зад-

няя, ЛП – левая передняя, ПЗ – правая задняя, 
ПП – правая передняя нога.  

Фотография опытного образца четырехно-
гого ШР приведена на рис. 2. 

 

 
 

Рис. 2. Фотография опытного образца шагающего робота 
Примечание: составлено авторами. 

 

Система управления ШР, выполненная  
на основе платы Arduino Mega2560 формирует 
микрокоманды управления восемью 
cервоприводами (по два на каждую ногу). Ис-
пользованы «интеллектуальные» сервопри-
воды фирмы Dynamixel AX-12 со встроенным 
микроконтроллером, позволяющим в пакетном 
режиме не только получать команды от си-
стемы управления (СУ), но и отправлять на СУ 
данные о состоянии, в частности, текущем угле 
поворота, текущей нагрузке, моменте, прило-
женному к выходному валу, скорости и т. д. 

Разработан алгоритм формирования цикло-
граммы, обеспечивающей шагательный цикл 
типа «кошка» [3, 4].  

На рис. 3 приведено изображение динами-
ческой модели ШР в среде симулятора Gazebo. 
Параметры ног и туловища модели – массы  
и длины бедра и голени, масса и размеры ту-
ловища, параметры сервоприводов соответ-
ствуют параметрам опытного образца робота. 
Проведенные испытания опытного образца  
и модели показали удовлетворительное совпа-
дение их перемещений и движений [3].  

 

 
 

Рис. 3. Модель шагающего робота в среде симулятора Gazebo 
Примечание: составлено авторами. 
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Каждая нога робота поочередно выполняет 

движение согласно диаграмме на рис. 1. Траек-

тория движения каждой стопы представляет 

собой прямоугольник. Для каждой точки тра-

ектории, заданной с некоторой дискретно-

стью, СУ вычисляет углы поворота сервопри-

водов в градусах по результатам решения за-

дачи обратной кинематики.  

На рис. 4 приведена кинематическая схема 

задней ноги робота. Направление движения 

противоположно оси ОХ [4]. 

 

 
 

Рис. 4. Формирование траектории перемещения ноги робота: 

GH (Ground Height) – расстояние от точки опоры ноги робота до поверхности; Flength (Femur Length) – 

длина «бедра» ноги робота, ее первого звена (Р1); Tlength (Tibia Length) – длина «голени» ноги робота,  

ее второго звена (Р2); HS (Height of Step) – высота шага ноги робота; LS (Length of Step) – длина шага ноги робота; 

HF (Height of Full leg) – длина ноги робота; A1, A2 – углы, из которых складывается результирующий угол  

поворота сервопривода, отвечающего за сегмент Р1 ноги робота; B1 – угол, из которого складывается  

результирующий угол поворота сервопривода, отвечающего за сегмент Р2 ноги робота. 

Примечание: составлено авторами. 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ 

Разработанный алгоритм перерасчета цик-

лограмм движения ног использует в качестве 

входных данных три переменные: расстояние 

до поверхности (GH – Ground Height,  

HS – Height of Step) – высота шага ноги ро-

бота, и LS (Length of Step) – длина шага ноги 

робота. При этом алгоритму требуются 2 кон-

стантных параметра – длина голени Tlength  

и длина бедра Flength ноги робота. Пара-

метры GH, HS и LS задаются в процессе дви-

жения [4]. Изменяя LS можно осуществлять 

повороты. 

В ходе работы с моделью ШР выявлено, 

что на амплитуду колебаний корпуса робота 

влияют следующие факторы: длина шага (LS), 

высота подъема ноги (HS) и время подшага 

(затраченное на формирование траектории 

каждой ноги) – TD. 

Формула зависимости амплитуды колеба-

ний от этих факторов имеет вид: 
 

Y = F (TD, HS, LS). 
 

Временные диаграммы углов крена (Roll) 

и тангажа (Pitch) для одного из возможных 

сочетаний LS, HS и TD приведены на рис. 5. 

Для проведения экспериментов согласно 

ортогональному центральному композицион-

ному плану (ОЦКП) необходимо привести 

входные переменные к кодированному виду, 

для этого выбраны пределы изменений фак-

торов: нижнему пределу присвоено значение 

«−1», среднему – «0», верхнему – «1» (табл. 1). 

Пределы изменения факторов были выбраны 

исходя из допускаемых экспериментальной 

установкой или моделью робота пределов из-

менений. 
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Рис. 5. Временные диаграммы углов крена (Roll) и тангажа (Pitch) 

Примечание: составлено авторами. 

 

Таблица 1 

Данные для проведения ОЦКП 
 

Факторы Время подшага, мс Высота подъема ноги, м Длина шага, м 

Обозначение TD HS LS 

Обозначения в ОЦКП x1 x2 x3 

Верхний предел (1) 300 0,06 0,08 

Основной уровень (0) 200 0,04 0,06 

Нижний предел (−1) 100 0,02 0,04 

Примечание: составлено авторами. 

 

После приведения переменных к кодиро-

ванному виду формула зависимости ампли-

туды колебаний от факторов будет имеет вид: 

y = f (x1, x2, x3).  

Проведение вычислительных эксперимен-

тов проводится согласно обозначенной в табл. 2 

матрице ОЦКП [12]. В ходе экспериментов 

были измерены углы крена и тангажа в граду-

сах средствами среды Gazebo. Значения углов 

крена приведены в табл. 3 и использованы для 

расчетов по табл. 2. 

 

Таблица 2 

Матрица ОЦКП 
 

Номер 

опыта 
х0 х1 х2 х3 x1

2 x2
2 x3

2
 х1х2 х1х3 x2х3 у 

1 +1 −1 −1 −1 0,27 0,27 0,27 +1 +1 +1 у1 

2 +1 +1 −1 −1 0,27 0,27 0,27 −1 −1 +1 у2 

3 +1 −1 +1 −1 0,27 0,27 0,27 −1 +1 −1 у3 

4 +1 +1 +1 −1 0,27 0,27 0,27 +1 −1 −1 у4 

5 +1 −1 −1 +1 0,27 0,27 0,27 +1 −1 −1 у5 

6 +1 +1 −1 +1 0,27 0,27 0,27 +1 +1 −1 у6 

7 +1 −1 +1 +1 0,27 0,27 0,27 −1 −1 +1 у7 

8 +1 +1 +1 +1 0,27 0,27 0,27 +1 +1 +1 у8 

9 +1 −1,215 0 0 0,75 −0,73 −0,73 0 0 0 у9 

10 +1 +1,215 0 0 0,75 −0,73 −0,73 0 0 0 у10 

11 +1 0 −1,215 0 −0,73 0,75 −0,73 0 0 0 у11 

12 +1 0 +1,215 0 −0,73 0,75 −0,73 0 0 0 у12 

13 +1 0 0 −1,215 −0,73 −0,73 0,75 0 0 0 у13 

14 +1 0 0 +1,215 −0,73 −0,73 0,75 0 0 0 у14 

15 +1 0 0 0 −0,73 −0,73 −0,73 0 0 0 у15 

Примечание: составлено авторами. 
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Таблица 3 

Значения углов крена 
 

у1 y2 y3 y4 y5 y6 y7 y8 y9 у10 у11 у12 у13 у14 у15 

2,74 4,22 2,25 3,08 2,96 3,7 2,38 2,8 2,34 3,1 3,92 2,65 2,82 2,96 3,08 

Примечание: составлено авторами. 

 
По результатам проведения эксперимента 

согласно трехфакторному ОЦКП строится за-
висимость: 

 

y = b0 + b1x1 + b2x2 + b3x3 + b12x1x2 +  
+ b13x1x3 + b23x2x3 + b11x1

2 + b22x2
2 + b33x3

2
, 

 

где: b1 = 
n

1i ii=1
(x y ) /10,94 = 0,40; 

b2 = 
n

2i ii=1
(x y ) /10,94 = −0,43; 

b3 = 
n

3i ii=1
(x y ) /10,94 = −0,025; 

b12 = 
n

1i 2i ii=1
(x x y ) /8,0 = −0,122; 

b13 = 
n

1i 3i ii=1
(x x y ) /8,0 = −0,0144; 

b23 = 
n

2i 3i ii=1
(x x y ) /8,0 = 0,0193; 

b11 = 
n 2

1i ii=1
(x y ) /4,34 = −0,154; 

b22 = 
n 2

2i ii=1
(x y ) /4,34 = 0,231; 

b33 = 
n 2

3i ii=1
(x y ) /4,34 = −0,038; 

b0 = 
n

0i ii=1
(x y ) /15,0 – 0,73(b11 + b22 + b33) = 

= 2,97. 
В приведенных формулах i – номер опыта, 

n – число опытов в эксперименте, n = 15. 
Чтобы произвести оценку значимости ко-

эффициентов регрессии необходимо опреде-
лить дисперсию опыта в нулевой точке плана 
по формуле: 

 
K2 2

y j ji=1
S (y y ) / (K 1),    

 

где K – число параллельных опытов в нулевой 

точке плана, 
jy  – среднее значение yj, вычис-

ленное для параллельных опытов. 
В случае выполнения экспериментов  

на модели результаты в каждом парал- 
лельном опыте не будут отличаться друг  

от друга, и дисперсия опыта 
2

yS  будет равна 

нулю. При реальных экспериментах диспер-

сия 
2

yS  будет отличаться от нуля, поэтому ее 

значение задают искусственным путем.  
При этом считают, что значения y, получен-

ные в каждом опыте, определены с погрешно-

стью А % от среднего уровня 
iy , получен-

ного в результате проведенных 15 опытов при 
заполнении таблицы ОЦКП. Рассматривая ∆ 

= = (А
iy )/100 как доверительный интервал, 

соответствующий 95 %-й доверительной  
вероятности, находят среднеквадратичное  
отклонение Sy = ∆/tст, где tст = 1,96 – таблич- 
ное значение критерия Стьюдента при числе 
степеней свободы равном бесконечности.  

Тогда 
2

yS  = (∆/tст)
2. 

Дисперсии коэффициентов регрессии при 

использовании ОЦКП равны между собой  

и вычисляются по формуле: 
 

2 2

i yS {b } S /15.  

 

Оценка значимости коэффициентов bi про-

изводится по формуле: 
 

| bi | > t ct S{bi}. 
 

В случае выполнения неравенства коэффи-

циент bi считается значимым, в случае невы-

полнения коэффициент bi – незначимым  

и отбрасывается [13]. 

Примем погрешность А = 5 %, тогда: 
iy  = 

= 3,0; ∆ = 0,15; 
2

yS  = 0,0056; S{bi} = 0,061; ко-

эффициенты b3, b33, b13, b23 можно считать не-

значимыми. 

После оценки значимости коэффициентов 

bi необходимо произвести оценку адекватно-

сти регрессионной модели. В том случае, ко-

гда данные для построения модели получены 

на основе вычислительных экспериментов, 

адекватность модели рекомендуется прове-

рять не по стандартной процедуре при по-

мощи критерия Фишера, а при помощи ме-

тода допускового контроля [12, 14]. Модель 

признается адекватной, если абсолютная ве-

личина разности между результатами ком-

пьютерных экспериментов и результатами,  

полученными в результате расчетов по модели 
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во всех опытных точках i = 1, 2, ..., n не пре-

вышает некоторого допуска δ, то есть имеет 

место соотношение 
i i

ˆ| y y |  ≤ δ, где yi – опре-

деленное из опыта значение выходной вели-

чины; 
iŷ  – рассчитанное по полиному значе-

нию выходной величины [13, 14]. 

Проведенные вычисления показали, что 

i i
ˆ| y y |  ≤ 5 % (δ = 5 %) в случае если все ко-

эффициенты bi считаются значимыми, 

i i
ˆ| y y |  ≤ 8 % (δ = 8 %), если b3, b33, b13, b23 

считать незначимыми. 

Проведем анализ полученной зависимости 

для случая, когда b3, b33, b13, b23 считаются не-

значимыми, то есть влияние такого фактора, 

как длина шага LS на амплитуду колебаний 

корпуса робота по углу тангажа не учиты- 

вается. График для этого случая приведен на 

рис. 6. 

 

 
 

Рис. 6. График функции y = 2,97 + 0,4 x1 − 0,43 x2 − 0,156 𝐱𝟏
𝟐 + 0,231 𝐱𝟐

𝟐  − 0,1218 x1 x2 

Примечание: составлено авторами. 

 

Амплитуда колебаний по углу крена моно-

тонно убывает при уменьшении высоты шага 

x2 и увеличении времени подшага x1  

в установленном диапазоне изменения x2 и x1. 

Минимум зависимости найден при по-

мощи функции fminsearch, использующей ме-

тод прямого поиска Нелдера – Мида среды 

Matlab. Получены следующие значения: ymin = 

= 2,3 град при x1 = 0,656, x2 = −1,0. 

После перевода полученных кодирован-

ных значений x1 и x2 к натуральным x̃1 и x̃2 по 

формулам обратного перехода [12] получены 

значения: x̃1 = 331 мс, x̃2 = 0,02 м. 

По приведенной методике получено урав-

нение регрессионной модели и для ампли-

туды колебаний по углу тангажа, проведена 

оценка значимости коэффициентов и адекват-

ности модели. Минимальное значение ампли-

туды колебаний составило ymin = 1,2 град при 

времени подшага x̃1 = 352 мс и высоте подъ-

ема ноги x̃2 = 0,02 м. 

 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Достоинством регрессионных моделей явля-

ется наличие хорошо разработанных экономич-

ных алгоритмов их построения с использова-

нием методов планирования эксперимента и 

возможность последующего анализа поверхно-

сти отклика изучаемой функции и ее оптимиза-

ции. При этом важным является вопрос об 

адекватности модели. В работе регрессионная 

модель построена по данным, полученным  
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в результате проведения вычислительных экс-

периментов c моделью робота в среде симуля-

тора Gazebo, оценка погрешности методом до-

пускового контроля показала, что погрешность 

регрессионной модели составляет менее 8 %. 

Полученные результаты анализа поверх-

ности отклика полученных моделей и их ми-

нимизация вполне очевидны. Амплитуда  

колебаний корпуса робота по углам крена  

и тангажа минимальна при минимальной вы-

соте шага. Зависимость же амплитуды от вре-

мени подшага имеет минимум, который и опре-

делен. Полученные числовые данные позво-

ляют на первых этапах разработки робота полу-

чить представление о таком важном параметре, 

как амплитуда колебаний корпуса робота при 

передвижении: при подъеме стопы на 2 см и за 

время 1/3 с амплитуда колебаний по углу тан-

гажа составила менее 1,5 градусов.  

По мнению авторов, рассматриваемый ме-

тод возможно применить при оптимизации па-

раметров системы управления и по другим 

критериям, например, критерию минимизации 

расходуемой энергии. 
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Аннотация. Представлена разработка методами агентного и дискретно-событийного модели-

рования имитационной модели элемента дорожной сети, состоящего из двух смежных перекрестков 

города Омска, для анализа движения транспортных средств, прогнозирования транспортных потоков 

и разработки мер по оптимизации дорожного трафика. По результатам вычислительных экспериментов 

исследования транспортных потоков на выбранном участке дорожной сети с целью улучшения ее 

функционирования предложена оптимальная схема проезда перекрестков транспортными средствами 

за счет изменения длительности фаз светофоров. 
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ВВЕДЕНИЕ  

В век информационных технологий про-

гнозирование приобрело всеобщую значи-

мость и находит применение во многих отрас-

лях – в торговле, медицине, инженерии.  

В последние годы в прогнозировании активно 

применяется моделирование, которое позво-

ляет проверить эффективность решения  

до его реализации без риска потери времени, 

финансов и угрозы жизни людей [1].  

Средствами имитационного моделирова-

ния осуществляется воспроизведение работы 

изучаемой системы или процесса во времени 

при различных режимах функционирова-

ния [2, 3]. Это удобный инструмент для ана-

лиза, поскольку обладает такими качествами, 
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как наглядность, простота для понимания и 

проверки. Имитационное моделирование по-

могает найти оптимальные решения в разных 

областях производства и науки, а также поз-

воляет получить более четкое представление 

о сложных системах [4]. Имитационные мо-

дели широко используются в процессах про-

ектирования сложных многофункциональ-

ных систем, и применение имитационного 

подхода возможно в любой сфере человече-

ской деятельности [2–8]. 

Плюсом имитационного моделирования  

в отличие от других методов является воз-

можность проверки и анализа модели в дей-

ствии и внесения в создаваемую модель изме-

нений в процессе ее разработки.  

Пакет AnyLogic – это профессиональная 

отечественная система имитационного моде-

лирования, предназначенная для построения 

и анализа различного типа моделей [1, 2]. 

В данной работе в среде AnyLogic с приме-

нением агентного и дискретно-событийного 

моделирования построена имитационная мо-

дель двух перекрестков города Омска, прове-

дены эксперименты по анализу и прогнозиро-

ванию транспортных потоков на выбранном 

участке дорожной сети, предложена оптими-

зация схемы проезда перекрестков транс-

портными средствами за счет изменения дли-

тельности фаз светофоров. 

 
МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 

В литературе выделяют три основных вида 

имитационного моделирования: агентное, 

дискретно-событийное и системную дина-

мику. Агентное моделирование применяется 

для анализа и прогнозирования поведения 

сложных систем. Агент может взаимодей-

ствовать с окружающим миром, принимать 

решения по определенному набору правил. 

Главной задачей агентных моделей является 

получение информации об общем поведении 

системы, и часто такой подход используется 

в биологии, социологии, экологии. 

Основным способом определения при-

чинно-следственных связей и взаимовлияния 

элементов системы является системная дина-

мика, используемая в различных процессах 

производства товаров и услуг. При этом осу-

ществляется абстрагирование от конкретных 

объектов и событий и «агрегатный» подход  

к оценке системы и исследуемым процессам. 

В случае необходимости вычленения кон-

кретных действий из общей последовательно-

сти событий применяется метод дискретно- 

событийного моделирования. Часто такой под-

ход используется в производственных циклах, 

когда важно оценить результат деятельности 

только определенных участков производства. 

Дискретно-событийное моделирование исполь-

зуется для построения модели, которая будет 

отражать развитие системы во времени. 

Опишем построение методами агентного и 

дискретно-событийного моделирования ими-

тационной модели двух смежных перекрест-

ков, расположенных на пересечении улиц  

города Омска: 7-я Северная – Орджоникидзе, 

7-я Северная – Герцена (рис. 1). 

Для имитации транспортных потоков и эле-

ментов дорожного движения использовались 

спутниковый снимок и библиотека моделиро-

вания дорожного движения в AnyLogic PLE,  

с помощью которых настраивались дорога, ко-

личество полос, разделительные линии, ши-

рина дорожного полотна и другие характери-

стики, соответствующие реальным перекрест-

кам. В построенной модели откорректированы 

возможные направления движения транспорт-

ных средств с учетом соблюдения правил до-

рожного движения (рис. 2). 

Имитация транспортных потоков и процесса 

дорожного движения также проводилась  

с использованием блоков библиотеки [1]: 

«CarSource» моделировал появление транс-

портного средства на дороге; «CarMoveTo» – 

движение транспортных средств; «CarDispose» – 

окончание проезда транспортными средствами 

перекрестков. Диаграммы транспортных пото-

ков, полученных на основе дискретно-собы-

тийной методологии, задающие возможные 

направления движения транспортных средств, 

представлены на рис. 3.  

Для регулирования трафика в модель из 

библиотеки введен блок «TrafficLight», соот-

ветствующий светофору, в окне настроек ко-

торого указаны перекресток, длительность 

фаз светофора и другие характеристики ре-

жима его работы (рис. 4). Исходные данные 

для длительности фаз светофора установлены 

по результатам натурных наблюдений.  
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Рис. 1. Спутниковый снимок перекрестков 

Примечание: скриншот автора. 

 

 
 

Рис. 2. Модель дорожной сети 

Примечание: скриншот автора. 

 

 
 

Рис. 3. Диаграммы транспортных потоков 

Примечание: составлено автором. 
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Рис. 4. Окно свойств светофора 

Примечание: скриншот автора. 

 

В модели создана популяция из агентов – 

автомобилей с именем «Car» с заданным каж-

дому агенту параметром «ВремяПоявления». 

Популяция указана во всех блоках «CarSource». 

В поля основных характеристик агентов «Car» 

введены средние значения, рассчитанные  

в соответствии с правилами скоростного ре-

жима в населенном пункте.  

Для сбора статистики в модель добавлена 

гистограмма с помощью одноименного эле-

мента из библиотеки [1]. На гистограмме отра-

жается среднее время проезда транспортными 

средствами двух перекрестков в секундах 

(рис. 5).  
Практика показывает, что транспортные 

средства на этих перекрестках проводят  
довольно много времени в пробках, и одна  
из возможных причин этому – неправильно 
подобранные временные фазы светофоров. 
На основе проведенных экспериментов  
в имитационной модели выполнена оптимиза-
ция длительности фаз светофоров с использо-
ванием среднего времени проезда транспорт-
ными средствами двух перекрестков в каче-
стве целевой функции. 

 

 
 

Рис. 5. Гистограмма, отражающая среднее время проезда 

Примечание: скриншот автора. 
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РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ 

Для определения оптимальной длительно-

сти фаз светофоров в модели добавлены че-

тыре новых параметра (р, р1, р2, р3), отвечаю-

щих за настройку их длительности. Создан 

эксперимент с типом оптимизация и 

настройка новых свойств. В качестве целевой 

функции принята минимизация среднего вре-

мени проезда двух перекрестков. Изменен тип 

всех параметров с фиксированного на дис-

кретный. Установлены границы изменения па-

раметров: минимальное значение для всех па-

раметров – 20 с, максимальное – 80 с, шаг 

смены параметров – 5 с. Перед запуском экспе-

римента задано модельное время в 10 минут. 

Окно настроек эксперимента по оптимизации 

отражено на рис. 6. 

 

 
 

Рис. 6. Настройка оптимизационного эксперимента 

Примечание: скриншот автора. 

 

По результатам эксперимента установ-

лено, что изменение длительности фаз свето-

форов на оптимальные значения позволяет 

уменьшить время проезда двух перекрестков 

с изначальных 135,45 с до 102,71 с (рис. 7). 

Лучший результат был получен при значениях 

фаз: первого светофора – p = 20 с, p1 = 65 с; вто-

рого светофора – p2 = 75 с, p3 = 20 с. Вычис-

ленная длительность фаз светофоров позво-

ляют увеличить пропускную способность ис-

следуемого элемента дорожной сети и опти-

мизировать время его проезда транспорт-

ными средствами. 

 

 
 

Рис. 7. Результат эксперимента по оптимизации 

Примечание: скриншот автора. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В среде Anylogic PLE с использованием 

агентного и дискретно-событийного модели-

рования разработана и реализована имитаци-

онная модель двух перекрестков города Ом-

ска. Проведен анализ движения транспортных 

потоков по выбранному элементу дорожной 

сети. Выполнена оптимизация длительности 

фаз светофоров. В результате эксперимента 

увеличена пропускная способность двух 

смежных перекрестков и оптимизировано 

время их проезда транспортными средствами. 

Полученные результаты могут быть ис-

пользованы для анализа и прогнозирования 

транспортных потоков с целью улучшения 

функционирования дорожной сети и оптими-

зации дорожного движения.  
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Аннотация. Представлен сравнительный анализ значений основных эмоций двух версий  

National Research Council Canada Emotion Intensity Lexicon и выдвинуто предположение о различии 
интенсивности эмоциональных норм в русской культуре. Для создания русскоязычного словаря эмо-
ций предложен алгоритм построения, основанный на использовании синонимичных слов при пере-
воде. Рассмотрены онлайн-сервисы многовариантности перевода слов по их качеству и разнообразию 
для выбора соответствия задачам исследования и определения количественной разницы коэффициен-
тов интенсивности эмоций в русскоязычном и англоязычном словарях. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Одним из важных направлений автомати-
зированной обработки естественного языка и 
компьютерной лингвистики является изуче-

ние аффективных состояний. Под аффектом 
подразумевается бессознательная форма про-
явления эмоции, которая формируется в созна-
нии человека и не может быть отнесена  
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ни к положительным, ни к отрицательным 
чувствам [1]. 

В области сентимент-анализа часто прибе-

гают к исследованиям эмоций, которые поз-

воляют вывести окрашенные лексикой поло-

жительные, негативные или нейтральные 

суждения субъекта о содержании какого-либо 

документа. Такие сведения позволяют не 

только систематизировать текстовые источ-

ники по оценкам читателей, но также вывести 

закономерности их предпочтений, поддержки 

принятых решений и разработки диалоговых 

систем. 

Одним из подходов к распознаванию эмо-

циональной оценки текста является метод, ос-

нованный на применении тональных слова-

рей, где каждому слову в словаре присваива-

ется значение тональности и интенсивной 

окраски в той или иной группе эмоций. Про-

стым способом, к которому часто прибегают в 

определении тональности, является подсчет 

среднего арифметического из суммы значений 

тональности всех слов в документе [2]. 

Сравнительный анализ и алгоритм. 

The National Research Council Canada 

Emotion Intensity Lexicon (NRC-EIL) является 

одним из словарей эмоций [3]. Словарь созда-

вался вручную при помощи краудсорсинга  

и к августу 2022 года содержит более 9 000 ан-

глийских слов, каждое из которых отнесено  

в одну из восьми категориальных групп эмо-

ций Плутчика [4]. В словарь входят термины 

N-грамм Google, а также часто встречающиеся 

слова, собранные из постов пользователей со-

циальной сети «Twitter» по определенным 

хештегам, например, #angry, #fear и т. д. (табл. 1). 

Данный состав из распространенных в обще-

нии в социальной сети английских слов и лек-

сики позволяет классифицировать мнение 

пользователей для оценки тенденций продви-

жения как коммерческих продуктов, так и со-

здаваемого контента. 

Словарь NRC-EIL был переведен на более 

чем 100 других языков при помощи сервиса 

«GoogleTranslate» с расчетом, что при пере-

воде слово или термин в другой культуре бу-

дет иметь такой же коэффициент интенсивно-

сти эмоций, как и в исходной англоязычной [6]. 

Однако известно, что в русском языке совер-

шенно разные слова могут быть одновре-

менно синонимичными и иметь одинаковую 

эмоциональную ценность, а также менять 

смысл в зависимости от их использования  

в общественных, культурных или религиоз-

ных диалогах [7]. 

 

Таблица 1 

Состав словаря NRC-EIL, 2022 г. 
 

Группа эмоций Количество слов в группе 

anger 1 481 

anticipation 862 

disgust 1 092 

fear 1 763 

joy 1 264 

sadness 1 294 

surprise 583 

trust 1 490 

Примечание: составлено авторами по источнику [5]. 

 

Рассмотрим актуальную (август 2022 г.) вер-

сию словаря NRC-EIL, его встречающуюся 

устаревшую версию (2018 г.) и изменение их 

объема в каждой категории эмоции (табл. 2).  

Главным отличительным признаком актуаль-

ной версии является повышение качества пе-

ревода на другие языки. В ходе сравнитель-

ного анализа было выявлено около 4 000 по-

зиций различий перевода с изменением окон-

чания слов, части речи или новых слов, кото-

рые раньше по разным причинам переведены 

не были, при этом различий в коэффициентах 

интенсивности эмоций в категориях не выяв-

лено (рис. 1). 
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Таблица 2 

Анализ объема словарей NRC-EIL различных версий 
 

Группа эмоций 
NRC-EIL 

v2018 

NRC-EIL 

v2022 
Разница слов Разница слов (%) 

Добавлено  

новых слов 

anger 1 483 1 481 2 0,1349 0 

anticipation 864 862 2 0,2315 0 

disgust 1 094 1 092 2 0,1828 0 

fear 1 765 1 763 2 0,1133 0 

joy 1 268 1 264 4 0,3155 0 

sadness 1 298 1 2944 4 0,3082 0 

surprise 585 583 2 0,3419 0 

trust 1 564 1 490 74 4,7315 0 

Примечание: составлено авторами по источнику [5]. 

 

 
 

Рис. 1. Пример различия в русскоязычных переводах версий NRC-EIL 

Примечание: составлено авторами по источнику [5]. 

 

Учитывая языковые особенности, проведена 

проверка соответствия теории стабильных ко-

эффициентов интенсивности эмоций для рус-

скоязычных переводов словаря NRC-EIL  

с помощью расчета этих коэффициентов для 

слов русского языка при формировании но-

вого словаря по следующему алгоритму: 

1. Составление тренировочных кортежей с 

применением синонимичных слов. 

2. Выделение «золотых вопросов». 

3. Проведение анкетирования способом 

Best-Worst Scaling (BWS). 

4. Подсчет и нормирование веса тонально-

сти слов. 

 
МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 

Для расчета коэффициентов интенсивно-

сти с использованием краудсорсинга и анке-

тирования по принципу масштабирования 

«наилучшее/наихудшее» (best-worst scaling, 

BWS) каждому участнику предоставляется 

кортеж из четырех слов для выбора различ-

ных вариантов наихудшего и наилучшего 

элемента по предложенному свойству. Каж-

дое слово должно встречаться в восьми разных 

кортежах, причем кортежей для анкетирова-

ния одной эмоции должно быть в два раза 

больше, чем слов в данной группе. Например, 

если в группе 1 483 слова, то количество 4-эле-

ментных кортежей составит 2 966. 
Такой способ дает пять из шести сравни-

тельных пар элементов, что упрощает саму 
процедуру анкетирования в отличие от мат-
рицы попарного сравнения. Например,  

для кортежа из слов (𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷) при выборе 

варианта 𝐴 – как наилучшее и 𝐷 – как наихуд-

шее получатся сравнительные пары 𝐴 ≻ 𝐵, 
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𝐴 ≻ 𝐶, 𝐴 ≻ 𝐷, 𝐵 ≻ 𝐷 и 𝐶 ≻ 𝐷, где один эле-
мент превосходит другой [8]. 

Подсчет весов и нормирование коэффи- 
циентов 𝜔𝑤 для каждого слова 𝑤 осущест-
вляется по формуле [3], смысл которой за-
ключается в нахождении разницы между до-
лями выбранных как наихудшие и наилучшие 
события, проставленные респондентом: 

 

𝜔𝑤 =
Л𝑤

𝑁𝑤
−

𝑋𝑤

𝑁𝑤
∈ [−1; 1], (1) 

 

где 𝑁𝑤– количество оценок слова 𝑤; 

Л𝑤 – количество 𝑤 наилучшее; 

𝑋𝑤 – количество 𝑤 наихудшее. 

Итоговая оценка нормируется в пределах 

[0; 1]. 
В основу составления лексикона NRC-EIL 

легли часто используемые английские слова  

и термины, распространенные в текстах соци-

альной сети «Twitter», причем все элементы  

в словаре уникальны, однако при переводе  

на русский язык встречаются дублирующие 

элементы (табл. 3). 

 

Таблица 3 

Дубликаты русскоязычного перевода в NRC-EIL 
 

Группа эмоций Количество дубликатов перевода 

anger 199 

anticipation 57 

disgust 159 

fear 202 

joy 139 

sadness 166 

surprise 54 

trust 122 

Примечание: составлено авторами по источнику [5]. 

 

Наличие дублирующих записей в русско-

язычном переводе словаря и одинаковые эле-

менты в кортежах (рис. 2), предложенных для 

оценки участнику анкетирования, приведет  

к неясности и в дальнейшем к несогласован-

ным результатам. 

 

 
 

Рис. 2. Пример повторяющихся слов в русскоязычном переводе NRC-EIL 

Примечание: составлено авторами по источнику [5]. 

 

Одним из способов решения проблемы явля-

ется предоставление респонденту модернизиро-

ванного кортежа, где каждый элемент – строка  

с множественным переводом оригинального 

слова, что позволит различать элементы при ан-

кетировании. Пример такого элемента кортежа 

может иметь следующий вид: 
 

< 𝐴0, 𝐴1, 𝐴2, … 𝐴𝑁 >, (2) 
 

где 𝐴0 – оригинальное слово; 

𝐴𝑖 – слово множественного перевода, 𝑖 = 1, 𝑁. 

Для автоматизации этой задачи были рас-

смотрены переводы онлайн-сервисов «Wooord 

Hunt.ru», «Linguee» и «Reverso Context», где 

для каждого оригинального слова из словаря 
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NRC-EIL был произведен русскоязычный 

множественный перевод глубиной до четы-

рех слов и рассчитаны неудачные варианты 

перевода (табл. 4), возникающие в результате 

неспособности сервиса распознать лексику, 

применяемую при общении в социальных се-

тях, и наибольшее количество таких ошибок 

показал сервис «Linguee». 

Таблица 4 

Количество нераспознанных слов онлайн-сервисом для перевода 
 

Группа эмоций WooordHunt.ru Linguee Reverso Context 

anger 204 1 478 86 

anticipation 21 837 0 

disgust 45 1 092 6 

fear 183 1 759 62 

joy 263 1 217 121 

sadness 76 1 293 22 

surprise 17 571 5 

trust 99 1 482 12 

Примечание: составлено авторами по источнику [5]. 

 

Дальнейший анализ показал, что первое 

слово в новом переводе часто совпадает с ори-

гинальным переводом в словаре NRC-EIL. По-

сле удаления повторяющихся слов и объеди-

нения переводов всех онлайн-сервисов была 

составлена таблица дубликатов (табл. 5), где 

отражается преимущество сервиса «Reverso 

Context» в задаче формирования кортежей  

с синонимичными словами множественного 

перевода. 

 

Таблица 5 

Дубликаты в новом русскоязычном переводе 
 

Группа эмоций WooordHunt.ru Reverso Context 

anger 9 6 

anticipation 1 1 

disgust 2 1 

fear 6 1 

joy 20 6 

sadness 1 0 

surprise 3 1 

trust 4 0 

Примечание: составлено авторами по источнику [5]. 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ 

В ходе исследования был проведен сравни-

тельный анализ версий словаря эмоций NRC-

EIL 2018 и 2022 гг., в том числе различия в рус-

скоязычных переводах слов, который показал 

целесообразность использования его актуаль-

ной версии 2022 года. В результате изучения 

«уникальных» слов, используемых в опреде-

ленной языковой культуре, выдвинуто пред-

положение о различии эмоциональных норм 

(коэффициентов интенсивности эмоций слов) 

при составлении аналогичного словаря в рус-

ской культуре. Примером этого может быть 

название тропического циклона «Сэнди», ко-

торый в американском обществе прозвали 

ураганом «Франкеншторм» (рис. 3).  

 

 
 

Рис. 3. Пример «уникального» слова в языковой культуре 

Примечание: составлено авторами по источнику [5]. 
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Учитывая распространение этого циклона 

на определенной территории, предполага-

ется, что в русской культуре его обозначение 

не будет иметь такой же коэффициент интен-

сивности эмоций, какое оно имеет в ориги-

нале, и для проверки предположения пред-

ставлена идея составления аналогичного рус-

скоязычного словаря эмоций. 

Поскольку в словаре NRC-EIL при пере-

воде часто встречаются повторения значений 

слов и терминов, разработан алгоритм по-

строения нового словаря, основанный на ис-

пользовании синонимичных слов (рис. 2) и 

дополненный вариантами перевода онлайн-

сервисом «Reverso Context» (рис. 4). 

 

 
 

Рис. 4. Пример дополнения перевода при помощи сервиса «Reverso Context» 

Примечание: составлено авторами по источнику [5]. 

 

Сервис «Reverso Context» представлен раз-

нообразным набором синонимичных слов 

(табл. 5), позволяющим создать адекватно 

идентифицирующие кортежи слов для участ-

ников анкетирования и исключить ситуации 

выбора из двух одинаковых по смыслу слов. 

Для удобства участнику анкетирования 

был представлен ограниченный кортеж слов 

с набором наиболее часто используемых зна-

чений. Пример предоставляемого респон-

денту 4-элементного кортежа с синонимич-

ными терминами представлен ниже: 
 

𝑇1 = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4}, (3) 
 

где 𝑒1 = <освящение, посвящение, рукополо-

жение, хиротонии>; 

𝑒2 = <учредил, созданный, установлен-

ный, основанный>; 

𝑒3 = <благословения, благословение, бла-

гословений, блага>; 

𝑒4 = <гедонизм, жизнелюбие, гедонизму, 

гедонизмом>. 

Так как кортежей для анкетирования одной 

группы эмоции требуется в два раза больше, 

чем слов в данной группе (по свойству встре-

чаемости каждого слова в восьми разных кор-

тежах), при этом респонденту необходимо вы-

брать два разных элемента по свойству 

наихудшее/наилучшее, то всего вопросов ре-

спонденту будет в два раза больше, т. е. если в 

группе 1 483 слова, а количество 4-элемент-

ных кортежей – 2 966, то респонденту необхо-

димо предоставить 5 932 заданий. 

В процессе анкетирования респонденту 

предъявляют четыре строки (четыре кортежа) 

для определения двух строк (элементов), пе-

редающих наибольшую и наименьшую ин-

тенсивность заданной эмоции. Образец ан-

кеты по определению эмоции «радость» пред-

ставлен на рис. 5. 

Перед анкетированием определены «золо-

тые вопросы» – предварительно аннотиро-

ванная случайная часть данных из всей вы-

борки, которая служит механизмом предот-

вращения «шумов». Отнесение анкет к кате-

гории шум задается некоторым порогом, 

например, если точность «золотых вопросов» 

падает ниже 70 %, то данную анкету следует 

исключить из анализа. 
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Рис. 5. Вариант анкеты для группы эмоции «радость» 

Примечание: составлено авторами по источнику [3]. 

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

При анализе русскоязычных переводов 

словаря NRC-EIL версии 2022 года сформу-

лировано предположение о расхождении  

коэффициентов интенсивности эмоций слов в 

связи с культурными различиями и разрабо-

тан алгоритм составления аналогичного рус-

скоязычного словаря. 

Для получения адекватных результатов  

и исключения для респондента ситуации вы-

бора из двух одинаковых по смыслу слов  

и терминов предложен подход с использова-

нием синонимичных слов. 

Дальнейшее исследование значений ин-

тенсивности основных эмоций и расчет новых 

коэффициентов позволит определить количе-

ственную разницу при анализе тональности 

текста по словарям эмоций и значения разли-

чий коэффициентов интенсивности при ис-

пользовании словаря NRC-EIL в русскоязыч-

ных текстах. 
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Аннотация. Проведен анализ временных рядов количества новых дел в административных су-

дах РФ двумя методами группировки временных рядов с учетом хаотичности, случайности и регуляр-
ности их структуры. Первая модель основана на плоскости «энтропия – сложность», вторая – граф 
«атрибут – объект». Выведено четыре группы временных рядов: регулярные, регулярные-хаотические, 
строго хаотические и хаотические-стохастические, из которых хаотические-стохастические оказались  
в большинстве, что свойственно реальным системам. Для каждой группы предложен алгоритм прогно-
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ВВЕДЕНИЕ 

Ежегодно арбитражные суды России рас-
сматривают более 2 миллионов дел, их коли-
чество ежегодно увеличивается, при этом 
нагрузка судей по регионам сильно разнится, 
и даже в одном регионе она может суще-
ственно отличаться от месяца к месяцу.  
В некоторых регионах на судью приходится 
не более 70 дел в месяц, в других – более 250, 
а из-за неравномерности возникновения пра-
вовых нарушений возникает ситуация, когда 
один арбитражный суд имеет в распоряжении 
судей больше чем нужно, в то время как в дру-
гих регионах судей недостаточно. Таким обра-
зом, прогнозирование количества дел  
в арбитражных судах России чрезвычайно 
важная задача, математически формулируе-
мая как задача прогнозирования сложных 
временных рядов. 

Мы имеем сильно отличающиеся друг от 
друга по структуре 3 149 рядов как регуляр-
ных, так и хаотических с сильной случайной 
компонентой (рис. 1). Учитывая, что построе-
ние единой для всех рядов прогнозной мо-
дели получения адекватного прогноза невоз-
можно, важно определить их сложность и 
тип, например, регулярные ряды могут быть 
предсказаны с помощью авторегрессионных 
моделей, а для хаотических рядов данные ме-
тоды приводят к экспоненциальному росту 
ошибки [1]. 

Проведено исследование сложности вре-
менных рядов, описывающих количество но-
вых дел в арбитражных судах. Для разделе-
ния рядов на регулярные, хаотические  
и стохастические использован метод вычис-
ления характеристик энтропии и сложности 

для множества ординальных структур рас-
сматриваемого временного ряда и анализ по-
ложения соответствующей точки на плоско-
сти «энтропия – сложность», а также метод 
анализа формальных понятий [2], основанный 
на построении графа «атрибут – объект», ко-
торый позволяет не только различить ряды 
между собой, но также представить струк-
туру ряда. С помощью этих методов удалось 
разбить ряды на группы по их сложности  
и выраженности случайной компоненты,  
что крайне важно при прогнозировании и вы-
боре методов прогнозирования для того или 
иного ряда. 

При проведении исследования учитыва-
лись новые способы и методы вычисления, 
например, метод вычисления наибольшего 
показателя Ляпунова из временного ряда [3]. 
Метод опирается на определения старшего 
показателя Ляпунова, а алгоритм устойчив  
к изменениям следующих параметров: размер 
выборки, размерность вложение данных, 
окно реконструкции и уровень шума. Кроме 
того, можно использовать алгоритм для одно-
временного вычисления корреляционной раз-
мерности, т. е. одна последовательность вы-
числений представляет оценку как уровня ха-
оса, так и сложности системы. 

Популярным новым инструментом для об-
наружения хаоса во временных рядах является 
тест 0–1 (G. A. Gottwald, I. Melbourne) [4].  
В отличие от методов касательного простран-
ства, знание полного пространства состояний 
не требуется, так как реконструкция простран-
ства состояний является необязательной про-
цедурой, поэтому метод можно использовать 
для данных, у которых не все переменные со-
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стояния наблюдаемы. Тест 0–1 был представ-
лен в двух вариантах: тест регрессии и тест 
корреляции, а дальнейшее исследование [5] 
показало, что корреляционный тест хорошо 
работает для свободных от шума временных 
рядов, однако в случае присутствия в данных 
шума чувствительность оценок к шуму сни-
жает модифицированная версия исходного ре-

грессионного теста. Для решения проблемы 
шума может быть использован метод корре-
ляции, если уровневые значения даны для 
временного ряда, о котором известно, что он 
периодический, однако требуемый уровень, 
как утверждают ученые в [6], не всегда можно 
получить в реальных системах. 

 

 
 

Рис. 1. Пример двух рядов, показывающих количество новых дел 

Примечание: составлено авторами на основании данных, полученных в исследовании. 

 

В [7] представлен новый метод обнаруже-

ния хаоса, в котором используются инстру-

менты топологического анализа данных. Дву-

мерные оценки плотности случайно спроеци-

рованных временных рядов на плоскости «p – q» 

используются для создания бело-серой кар-

тинки, по которой возможно оценить явля-

ется ли основной временной ряд хаотичным. 

Алгоритм распознавания использован на ря-

дах Лоренца и Росслера, и этот алгоритм те-

стирования хаоса сравнивается с тестом кор-

реляции для незагрязненных временных рядов 

и его способность различать периодическую и 

хаотическую динамику даже при высоких 

уровнях шума. Минус этих алгоритмов в том, 

что они не сходятся для траекторий с ча-

стично предсказуемым хаосом (траекторий  

с нулевым показателем взаимного масштаби-
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рования и ненулевой взаимной корреляцией). 

Авторы используют стабильность устойчи-

вых гомологий в присутствии шума, чтобы 

представить метод для определения точек 

сдвига между хаотической и регулярной ди-

намикой в умеренно зашумленных времен-

ных рядах. 

Иной подход для определения типа времен-

ных рядов основывается на понятии ординаль-

ной структуры и представлении временного 

ряда точкой на плоскости «энтропия – слож-

ность» и позволяет различать сложные детер-

минированные (хаотические) временные ряды, 

простые детерминированные (хаотические) 

временные ряды и стохастические временные 

ряды [8]. 

В [9] представлен метод, который исполь-

зовался для выявления хаотических, случай-

ных и регулярных структур во временных ме-

дицинских рядах. Алгоритм построен на ос-

нове выявлений сообществ в графе и анализа 

формальных понятий, а количеством опреде-

ленных структур графа описывалось поведе-

ние ряда. 

 
МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 

Постановка задачи. Дано множество ря-

дов – необходимо различать хаотичную, сто-

хастическую и регулярную структуры рядов. 

Пусть 1

0 0({ } ,{ } , )t t

t s s s sx f x t 

   – значение 

ряда в момент времени t, где 
s  – стохастиче-

ский процесс, f – функция перехода. Тогда: 

1. Условие регулярности ряда:  
 

одновременно 1

0{ } 0t

s s 

    

и 1

0 0|| ( ({ } ,{ } , )) || 1.t t

x s s s st D f x t  

      

 

2. Условия стохастичности ряда: 
 

s  – стохастический процесс. 
 

3. Условие хаотичности ряда: 
 

одновременно 1

0{ } 0t

s s 

   

и 1

0 0|| ( ({ } ,{ } , )) || 1,t t

x s s s st D f x t  

     
 

где 1 1

1 0 0 0({ } ,{ } , ) ( ({ } ,t t t

t x s s s s s su D f x t f   

      
1 1

0 0 0 0 0{ } , , ) ({ } ,{ } , , ))t t t

s s t s s s sx x u t f x x t  

     при 

δ 0  [10], || ( ) ||A 
 – максимальное соб-

ственное значение матрицы 𝐴. 

Для решения задачи выявления различий  

в структуре временных рядов были исполь-

зованы энтропийные методы и алгоритмы, 

основанные на графах. Энтропийный метод 

отображает рассматриваемый ряд в точку 

плоскости «энтропия – сложность».  

Метод «энтропия – сложность». O. A. Rosso 

и соавт. [8] был предложен метод, позволяю-

щий отличить хаотические, регулярные и слу-

чайные ряды. Алгоритм опирается на вероят-

ностное распределение ординальных структур, 

построенных по временному ряду {yi}. Для дан-

ного z-вектора длины n di = (yi – (n – 1), yi – (n – 2), …, 

yi – 1, yi), где yk это k-е наблюдение ряда, стро-

ится бинарный вектор размерности n – 1 та-

кой, что в i компоненте вектора ставится 1, 

если i компонента действительного вектора ≤ 

компоненты этого же вектора на i + 1 месте.  

Указанный вектор носит название орди-

нальной структуры, соответствующей дан-

ному действительному вектору. Алгоритм 

для построения вероятностного распределе-

ния порядковых номеров для временного 

ряда состоит из следующих этапов: 

1. Для каждого z-вектора временного 

ряда вычисляем соответствующую ему орди-

нальную структуру di. 

2. Строим эмпирическое распределение 

вероятностей появления ординальных струк-

тур в ряде Pi. 

3. Для распределения вычисляется энтро-

пия (1) и сложность (2): 
 

max

[ ]
[ ] ,

S P
H P

S
   (1) 

 

[ ] [ , ] [ ],eC P Q P P H P   (2) 
 

где !

1 max[ ] ln( ), ln( !) [ ],n

i i i eS P P P S n S P      

Pe – равномерное распределение; [ , ]eQ P P 

0 ,
2 2 2

e eP P PP
Q S S S

      
        

     
 Q – дивер-

генция Дженсен – Шеннона между данным  

и равномерным распределениями, а Q0 – ко-

эффициент нормализации. 
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Описанная выше процедура отображает 
временной ряд в точку на плоскости «энтро-
пия – сложность». Положение точки относи-
тельно нижней и верхней теоретических границ 
указывает на тип рассматриваемого ряда [9]. 

Простые детерминированные процессы дадут 
точку, расположенную в левом нижнем углу 
фигуры, ограниченной верхней и нижней тео-
ретическими границами (рис. 2). 

 

 
 

Рис. 2. Стохастические (зеленый, оранжевый), хаотический (фиолетовый),  
регулярный (синий), регулярный с шумом (красный), хаотический с шумом (коричневый) 

Примечание: составлено авторами на основании данных, полученных в исследовании. 

 
С помощью алгоритмов кластеризации 

можно осуществить кластеризацию точек на 
плоскости «энтропия – сложность» и выявить 
группы временных рядов различных типов. 

В рамках анализа формальных понятий был 
предложен другой подход к различению регу-
лярных рядов от хаотических – построение 
графа «атрибут – объект» [9]. В методе предпо-
лагается построение выборки по нормализо-

ванному временному ряду, бинаризация  
атрибутов, характеризующих элементы вы-
борки, построение графа «атрибут – объект», 
анализ характеристик указанного графа с це-
лью различения графов, соответствующих  
регулярным и хаотическим временным ря-
дам. Пример характерного графа «атрибут – 
объект» представлен на рис. 3.  

 

 
 

Рис. 3. Граф «объект – атрибут» 
Примечание: составлено авторами на основании данных, полученных в исследовании. 
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Допустим, есть временной ряд 
0{ } .T

t tx 
 Сна-

чала, приведем нормированный ряд  

в удобный для кластеризации вид. Запишем 

ряд как матрицу 

0

,

L

T L T

x x

x x

 
 
 
  

 где L – пара-

метр размерности матрицы. Для того, чтобы 

воспользоваться методами формальных поня-

тий бинаризуем эту матрицу. Для бинариза-

ции установим количество разбиения фа- 

зового пространства 𝑛 и найдем интервалы  

разбиения. Определим 
min 0min ,t T tk x   

max 0max ,t T tk x   тогда Ii (3) – интервал  

итого разбиения: 

max min
min

max min
min

( 1) ,

.i

k k
k i

n
I

k k
k i

n

 
  

  
 

  

  (3) 

 

Бинаризация строчки матицы является бу-
левой операцией. Для каждой компоненты за-
писывается булевой вектор ее попадания во 
все данные интервалы. Для удобства запишем 
такую операцию как F(x) = [bool(x ∈ I1), …, 
bool(x ∈ Ln)]. Тогда строчка булевой матрицы 
имеет вид [F(xj), F(xj + 1), …, F(xj + L)]. Пример 
для n = 3, L = 2, kmin = −0,0048,  
kmax = 0,004: [−0,00024336, 0,00021588, 
0,00096167] → [0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0]. Приме-
ром такой матрицы служит рис. 4. 

 

 
 

Рис. 4. Бинарная матрица 

Примечание: составлено авторами на основании данных, полученных в исследовании. 

 

После реконструкции матрицы построим 

граф «атрибут – объект». Для каждой пары 

строчек бинарной матрицы найдем все мно-

жества кольца ее совпадений значения 1. 

Например, строчки obj3 и obj4: {atr0, atr3, 

atr10}, {atr0, atr3}, {atr10, atr3}, {atr0, atr10}, 

{atr0}, {atr3}, {atr10} (рис. 5). 

 

 
 

Рис. 5. Граф «объект – атрибут» 

Примечание: составлено авторами на основании данных, полученных в исследовании. 

 

Таким образом, получаем полный алго-

ритм построения графа «атрибут – объект»: 

xk – вектор, который состоит из бинар-

ных компонент; 

L – размерность векторов; 

E = {∅} – множество ребер; 

V = {x1, …, xn}, где 1, …, n индексы векто-

ров, которые будут кластеризированны 
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for vi in V: 
for vj in V: 
if i ≠ j: 
A = {} – порождающее множество кольца 
for k from 1 to L: 
if vi [k] = 1 and vj [k] = 1: 
A ← k 
for m in Ring(A): 
m = string(sorted(m)) 
E ← (vi, m) добавляем ребро 
Получаем G(E) граф «атрибут – объект» 

Для нахождения классов используем алго-

ритм распространения меток (рис. 6). Однако 

проблема в том, что подграфы в графе, кото-

рые являются двудольными или почти дву-

дольными по структуре, приводят к колеба-

ниям меток. Это особенно верно в случаях, 

когда подграфы имеют форму звездного 

графа. Следовательно, нужно использовать 

асинхронное обновление, когда некоторые 

соседи уже были обновлены в текущей итера-

ции, а некоторые еще не обновлены в теку-

щей итерации. Тогда алгоритм кластеризации 

графа будет состоять из следующих шагов: 

Пусть: 

G – граф; 

V = [x1, …, xn] – массив вершин графа; 

DV = [ε(x1), …, ε(xn)] – массив меток вер-

шин V (на 0 итерации, ε(xi) = i); 

w(k, S) – количество элементов k в массиве S; 

N(x) – массив соседей вершины x. 

Тогда: 

while ∀ x ∈ V ∀ u ∈ N(x) maxε{w(ε(y), DN(x)): 

∀ y∈ N(x)} < w(ε(u), DN(x)): 

V  = [xσ(1), xσ(2), …, xσ(N)] – массив переста-

новок вершин в случайном порядке 

for u ∈ V : 

ε* = argmaxε{w(ε(y), DN(u)): ∀ y ∈ N(u)} 

if ∄! ε*: выбираем наугад ε* из множества {ε*}  

D{u} = ε* 

 

 
 

Рис. 6. Кластеризация графа «атрибут – объект» 

Видно, что некоторые объекты группируется в один кластер (фиолетовая метка),  

а другие образуют отличные друг от друга группы (желтая, зеленая, синяя метки) 

Примечание: составлено авторами на основании данных, полученных в исследовании. 

 

Характеристики хаотичности, случайности 

и регулярности в ряде. Определим шумовые 

кластеры как кластеры с мощностью 1. Если 

доля вне кластерного шума определяет боль-

шинство объектных вершин графа и присут-

ствует много малых кластеров, тогда ряд 

можно считать стохастическим. В случае, 

если пропорция количества кластеров к коли-

честву объектных вершин приближается  

к 0 и доля шума почти 0, то ряд регулярный. 

Если количество кластеров большое, а доля 

шума маленькая (приближается к 0), то ряд 
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хаотический. Малое количество кластеров  

и большое количество шума дает нам хаоти-

ческий-стохастический ряд. Примеры класте-

ризации графа «атрибут – объект» хаотиче-

ского временного ряда и регулярного изобра-

жены на рис. 7. 

 

 
 

Рис. 7. Примеры графов хаотического и регулярного ряда 

Примечание: составлено авторами на основании данных, полученных в исследовании. 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ 

В численном эксперименте были исполь-
зованы временные ряды, характеризующие 
количество новых судебных дел по месяцам  
в разных регионах России и по разным судеб-
ным категориям с 2014-08-01 по 2020-12-01 [11]. 
Общее число рядов – 3 149. Перед примене-
нием вышеописанных алгоритмов все ряды 
были трансформированы в стационарные; 
проверка на стационарность осуществлялась  
с помощью расширенного теста Дики – Фул-

лера [12]. Далее каждый ряд был нормализован 
для удобства подбора параметров в методах. 

Так как многие ряды имеют много кон-

стантных участков, такие ряды отнесены  

в отдельную «константную» группу: кри- 

терием отнесения является условие 

| [ } mod { } 0 |

|{ }|

i i

i

x a x

x


 
 , где   – мало. Пример 

такого ряда показан на рис. 8. Для предсказания 

таких рядов использовали среднее по ряду. 

 

 
 

Рис. 8. Пример околоконстантного ряда 

Примечание: составлено авторами на основании данных, полученных в исследовании. 
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Остальные ряды были сгруппированы пу-

тем (1) вычисления значений энтропии  

и сложности с последующей кластеризацией 

и (2) алгоритма, основанного на атрибут-объ-

ектном графе. 
Фиолетовые точки на плоскости занимают 

74,4 % (рис. 9а). «Неконстантных» рядов 

| { } mod { } 0 |
,

|{ } |

i i

i

x a x

x


  
 

 
 для 0,33   было 

обнаружено порядка 76,3 % (синие точки  
на рис. 9б). Кластеризация (методом K-means [13]) 

разбивает плоскость «энтропия – сложность» 
на четыре основных области (фиолетовая, 
желтая, зеленая, синяя), где фиолетовая об-
ласть – стохастические-хаотические ряды 
74,4 %, желтая – хаотические 14,5 %, зеленая – 
хаотические-регулярные 8,1 %, и синие – ре-
гулярные 3 % (рис. 9а). Из первого и второго 
графика (рис. 9) можно предположить, что 
фиолетовый кластер состоит из неконстант-
ных рядов, которые имеют хаотическую при-
роду с ярко выраженным случайным компо-
нентом.  

 

 

 
 

Рис. 9. «Энтропия – сложность»: 9а (верхний) – кластеризация точек на плоскости  

«энтропия – сложность» с помощью k-means; 9б (нижний) – отображение неконстантных  

и околоконстантных рядов на плоскости «энтропия – сложность» 

Примечание: составлено авторами на основании данных, полученных в исследовании. 

 

Применение метода, основанного на атри-

бут-объектном графе, дало другое разбиение 

рассматриваемого множества рядов (рис. 10). 

Здесь были выделены шумовые и не шумовые 

кластеры. Распределение процента шумовых 

кластеров показало, что у 78 % рядов более  

15 % частей последовательности непохожи 

друг на друга (рис. 10а). К тому же 66 % рядов 

имеют отношение менее 0,1 количества кла-

стеров на все объекты (рис. 10б).  
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Рис. 10. Распределение метрик: 10а (левый) – процент шумовых кластеров;  

10б (правый) – количество кластеров на объекты 
Примечание: составлено авторами на основании данных, полученных в исследовании. 

 

Если рассмотреть ряд как прообраз этих 

двух подмножеств метрик, такой ряд имеет 

стохастическую смешанную с хаотической 

структуру, то есть существуют похожие 

участки рядов, но есть и части последователь-

ности, непохожие друг на друга. Пересечение 

прообразов этих двух подмножеств метрик 

составляет 73,3 % (рис. 11). Такие ряды отно-

сятся к хаотическим-стохастическим рядам. 

Регулярные ряды составляют 5 % от всех ря-

дов, а строго хаотические, или хаотические-

регулярные – 21,7 % (рис. 11). 

 

 
 

Рис. 11. Распределение около-константных рядов на плоскости «энтропия – сложность» 

Примечание: составлено авторами на основании данных, полученных в исследовании. 

 

Приведены примеры рядов, принадлежа-

щих разным структурным группам (рис. 12). 

На левом верхнем графике доля вне кластер-

ного шума – 1,4 %, а отношение количества 

кластеров к объектам графа – 0,058, что гово-

рит о регулярности ряда. Правый верхний ряд 

имеет 17 % шума и 0,014 пропорцию класте-

ров к объектам графа, такой ряд является ха-

отическим-стохастическим. На нижнем – 76 % 

и 0,073, можно предположить, что ряд чисто 

стохастический.  
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Рис. 12. Примеры регулярного, хаотического и хаотического-стохастического рядов 
Примечание: составлено авторами на основании данных, полученных в исследовании. 

 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Проведено исследование характеристик 

временных рядов, описывающих количество 

новых дел в суде в разных регионах России  

и в разных категориях.  

Предложено два способа группировки вре-

менных рядов: плоскость «энтропия – слож-

ность», граф «атрибут – объект». Установ-

лено, что используя первый метод, процент ха-

отических-стохастических рядов в выборке 

составляет 74,4 %, хаотических и хаотиче-

ских-регулярных – 22,6 %, регулярных – 3 %. 

Второй метод классифицировал 73,3 % рядов 

как хаотические-стохастические ряды, 21,7 % – 

строго хаотические, или хаотические-регу-

лярные, 5 % – регулярные. 

В дальнейшим этот эксперимент поможет 

решить задачу прогнозирования этих рядов 

(число дел) на много шагов вперед, так как 

для разных структур ряда должны быть ис-

пользованы разные методы прогнозирования. 

Например, ряды с сильной стохастической 

разумнее прогнозировать моделями случай-

ных процессов, хаотические ряды – моделями 

нелинейной динамики, а регулярные – в зави-

симости от константности ряда (средним или 

OLS моделями).  
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ской модели кинетики процесса нефтепереработки с использованием методов конечных разностей, ин-
терполировании данных (кубического сплайна) и метода регуляризации Тихонова. Найдены прибли-
зительные константы скорости реакций, которые являются единственными и непрерывно зависят от 
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и продуктов в любой момент времени и определения показателей в реакциях процесса нефтеперера-
ботки – энергии активации, температуры и других внешних условий. 
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ВВЕДЕНИЕ 

В химической науке в целом и в физической 

химии, в частности, есть особая область – хи-

мическая кинетика, изучающая механизмы и 

закономерности протекания химических про-

цессов во времени. Химическая кинетика рас-

сматривает и устанавливает зависимости ско-

рости химических реакций от концентраций 

реагентов, температуры и других внешних 

условий. С момента появления химическая 

кинетика всегда была краеугольным камнем, 

на котором стоит химическая промышлен-

ность – нефтехимия, нефтепереработка и про-

изводство полимеров [1].  

Современный этап развития областей 

нефтехимии и нефтепереработки характери-

зуется внедрением методов математического 

моделирования для описания процессов под-

готовки и переработки нефтяного сырья  

с целью улучшений технологий. Надежная 

информация о параметрах моделей и законо-

мерности их изменения является основой 

правильного математического описания неф-

тяных систем и процессов и гарантией вер-

ных технологических решений [2].  

Процесс гидрокрекинга используется  

с целью увеличения количества вырабатыва-

емых светлых продуктов нефти. В процессе 

гидрокрекинга могут перерабатываться лег-

кие и тяжелые дистилляты первичной перера-

ботки в смеси с водородсодержащим газом на 

комплексных катализаторах. В современной 

промышленности гидрокрекинг является 

процессом получения ценного топлива – ке-

росинового и дизельного [3]. 

Для процессов нефтепереработки и нефте-

химии характерен сложный состав реагирую-

щей смеси, большое количество одновре-

менно протекающих реакций и взаимных 

превращений реагентов. Структура кинетиче-

ских уравнений реакций зависит от физико-

химических представлений состава реагиру-

ющей смеси и получаемых продуктов. На ос-

нове реакции гидрокрекинга были построены 

математические модели одного из процессов 

нефтепереработки с использованием системы 

обыкновенных дифференциальных уравне-

ний для описания математической модели ки-

нетики [4–6]. Для этого взята гипотетическая 

гомогенная химическая реакция превращения 

углеводородов парафинового ряда в процессе 

каталитического крекинга [4]. 

Решение данной системы уравнений позво-

лило бы прогнозировать и управлять превраще-

нием концентраций исходного вещества и про-

дуктов и решать проблемы масштабного пере-

хода от лабораторных исследований к работе 

промышленных агрегатов [5].  

 
МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 

Математическая модель кинетики про-

цесса нефтепереработки. Задача математи-

ческого моделирования каталитического кре-

кинга рассмотрена в [2, 4–7]. В рамках данной 

работы будем рассматривать математиче-

скую модель кинетики процесса нефтепере-

работки, которая представляет систему одно-

родных дифференциальных уравнений пер-

вого порядка с постоянными коэффициен-

тами [4]. Пусть исходная смесь состоит из од-

ного тяжелого углеводорода C . Под дей-

ствием температуры и соударений углеводо-

род C  распадается на углеводороды A , B , а 

также превращается в изомер D  с тем же ко-

личеством атомов углерода, что и в исходной 

молекуле. Вещество D  также распадается на 

A  и B , либо обратно превращается в C . Пусть 

продукты реакции ,A  B  – это более легкие 

углеводороды, и с ними никаких превраще-

ний далее не происходит [4].  

Схема химических превращений в описан-

ном выше процессе каталитического кре-

кинга будет иметь следующий вид: 
 

1kC A B  , 2k
C D , 3k

D C , 
4k

D A B  , 5k
B A , 

(1) 

 

где 
1k , 

2k , 
3k , 

4k , 
5k  – константы скорости 

реакций, 
1с
 [4]. 

Скорость реакций в схеме превращений (1) 

определяется следующими формулами: 
 

 1 1

dC dA dB
v k C

dt dt dt
     , 

 2 2

dC dD
v k C

dt dt
    , 

 3 3

dD dC
v k D

dt dt
    , 

(2) 
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 4 4

dD dA dB
v k D

dt dt dt
     , 

 5 5

dB dA
v k B

dt dt
    , 

 

где 
1v , 

2v , 
3v , 

4v , 
5v  – скорость реакций, 

.

моль

л с
; 

dA

dt
, 

dB

dt
, 

dC

dt
, 

dD

dt
 – изменение концентра-

ции веществ A , B , C , D  за малое время, 

.

моль

л с
;  B ,  C ,  D  – концентрация ве-

ществ B , C , ,D  
моль

л
. Из (2) следует,  

что изменение концентрации веществ A , B , 

C , D  за малое время определяются по следу-

ющим формулам: 
 

     1 4 5

dA
k C k D k B

dt
   , 

     1 4 5

dB
k C k D k B

dt
   , 

     1 2 3

dC
k C k C k D

dt
    , 

     2 3 4

dD
k C k D k D

dt
   . 

(3) 

 

Математическая модель кинетики реакции 

каталитического крекинга, описанная схемой 

превращений (1) и (3), представляет собой си-

стему дифференциальных уравнений [5]: 
 

 
     

 
     

 
     

 
     

1

5 2 1 3 4 4

2

5 2 1 3 4 4

3

1 2 3 3 4

4

2 3 2 4 4

;

;

;

,

dy t
k y t k y t k y t

dt
dy t

k y t k y t k y t
dt

dy t
k k y t k y t

dt
dy t

k y t k k y t
dt


  


    


    



  


 (4) 

 

где  1y t ,  2y t ,  3y t ,  4y t  – концентрация 

веществ A , B , C , D  в момент времени t [5]. 

Предположим, что в начальный момент вре-

мени 0t   концентрация веществ A , B , C , D  

равна  1 0y ,  2 0y ,  3 0y ,  4 0y  [5]. 

Рассмотрим две следующие задачи, построен-
ные в рамках математической модели кинетики 
реакции каталитического крекинга (4). 

Задача 1. По заданным константам скоро-

сти реакций 
1 10k k , 

2 20k k , 
3 30k k , 

4 40k k , 
5 50k k  и концентрациям исходного 

вещества продуктов A , B , C , D  в начальный 

момент времени 0t   определить  1 ,y t  

 2y t ,  3y t ,  4y t . 

Введенные условия представляет собой 
задачу построения решения линейной си-
стемы дифференциальных уравнений с за-
данными начальными условиями (задачу 
Коши). Эту задачу будем называть прямой за-
дачей в рамках математической модели (4). 
Решение задачи 1 позволяет определить кон-

центрацию веществ A , B , C , D  в любой мо-
мент времени. Можно переписать (4)  

в матрично-векторном виде: 
 

 
dY t

AY t
dt

 , где 

 
4

, 1ij i j
A a


  – матрица с элементами 

1k , 
2 ,k  

3k , 

4k , 
5k ;           1 2 3 4, , ,

T

Y t y t y t y t y t . Не-

трудно доказать, что прямая задача кор-
ректно поставлена по Адамару (см. опреде-
ление корректной задачи в [7–10]). Действи-
тельно, существование и единственность 
решения задачи 1 можно вывести из тео-
ремы существования и единственности  
решения задачи Коши. Решение задачи 1 

имеет следующий вид:    0AtY t e Y , где 

          1 2 3 40 0 , 0 , 0 , 0
T

Y y y y y  – вектор 

начальных условий; 
Ate  определяется соотно-

шением: 
 

0 !

k

At

k

At
e

k





 . В данной работе рас-

смотрим случай, когда начальное условие 

 0Y  не изменяется. Будем доказывать,  

что при малом изменении матрицы A  реше-

ние  Y t  задачи 1 тоже мало изменяется.  

То есть,    1 0 0Y t Y t   при 1 0 0,A A   

где    1

1 0 0
A tY t e Y ,    0

1 0 0
A t

Y t e Y  – реше-

ние задачи 1 при 
1A A , 

0A A . Разность 

между  1Y t  и  0Y t  определяется неравен-
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ством:        01

1 0 0 0
A tA t

Y t Y t e e Y   . 

Имеем: 
 

 
   

 

01 1 0

0 0

1 0 1 0

0 0

! !

.
! !

k k

A tA t

k k

k k
k k k k

k k

At A t
e e

k k

t t
A A A A

k k

 

 

 

 

   

   

 

 

 (5) 

 

Проанализируем (5): при 1k    

имеем 1 0 0A A  . Пусть 
1 0A A  .  

Из 1 0 0A A   следует, что 0  .  

При 2k   имеем 
2 2

1 0A A   

 02 0A      при 0  . При 3k   

имеем  23 3 2

1 0 0 03 3A A A A         

при 0  . Делая то же самое для 

4, 5, 6, ...k  , получаем 1 0 0k kA A    

при 0  . Отсюда  01 A tA t
e e   

1 0

0

0
!

k
k k

k

t
A A

k





    при 0  . В итоге по-

лучаем    1 0 0Y t Y t   при 1 0 0A A  , 

т. е. решение задачи 1 непрерывно зависит  
от матричного оператора A . 

Задача 2. По заданным концентрациям ис-

ходного вещества и продуктов A , B , C , D   

в моменты времени 
it , 1, 2, ...i   определить 

1k , 

2k , 
3k , 

4k , 
5k  (т. е. 

10k , 
20k , 

30k , 
40k , 

50k ). 

Задачу 2 будем называть обратной зада-
чей по отношению к задаче 1 в рамках  
математической модели (4). В прикладных 
исследованиях, как правило, концентрацию 

веществ A , B , ,C  D  можно измерить  

в любой момент времени t , т. е. нам из-

вестны  1y t ,  2y t ,  3y t ,  4y t . Для реше-

ния обратной задачи 2 будем использовать 
следующие методы: метод конечных разно-
стей, метод кубического сплайна, метод  
регуляризации Тихонова. В результате про-
веденных расчетов будут найдены прибли-
женные константы скорости реакций. 

Метод конечных разностей. Применяя 
метод конечных разностей, из (4) получаем 
систему алгебраических уравнений относи-

тельно 
1k , 

2k , 
3k , 

4k , 
5k : 

 

     
     

     
     

     
     

     
     

3

1 1

3 1 4 4 2 5

3

2 2

3 1 4 4 2 5

3

3 3

3 1 3 2 4 3

3

4 4

3 4 2 4 4

,
2

,
2

,
2

.
2

y t h y t h h
y t k y t k y t k

h

y t h y t h h
y t k y t k y t k

h

y t h y t h h
y t k y t k y t k

h

y t h y t h h
y t y t k y t k

h

    
   

    
   



   
   


   

    


 (6) 

 

Система (6) содержит пять неизвестных 
1k , 

2k , 
3k , 

4k , 
5k . Подставляя 

1t t , 
2t t  в (6), по-

лучаем систему восьми алгебраических урав-

нений. Из них выбираем любых пять уравне-

ний и имеем следующую систему уравнений: 
 

     
     

     
     

     
     

     
     

     
   

3

1 1 1 1

3 1 1 4 1 4 2 1 5

3

2 1 2 1

3 1 1 4 4 2 1 5

3

3 1 3 1

3 1 1 3 1 2 4 1 3

3

4 1 4 1

3 1 4 1 2 4 1 4

3

1 2 1 2

3 2 1 4 2 4

,
2

,
2

,
2

,
2

2

y t h y t h h
y t k y t k y t k

h

y t h y t h h
y t k y t k y t k

h

y t h y t h h
y t k y t k y t k

h

y t h y t h h
y t y t k y t k

h

y t h y t h h
y t k y t k

h

    
  

    
  

    
   

    
    

    
    2 2 5.y t k

















 (7) 

 

Систему (7) можно представить в векторно-

матричном виде AK B , где  
5

, 1ij i j
A a


  – 

матрица с элементами  2 1y t ,  3 1y t ,  4 1y t , 

 2 2y t ,  3 2y t ,  4 2y t ;  1 2 3 4 5, , , ,
T

K k k k k k ; 

B  – вектор левой части. Отметим, что процесс 

кинетики реакции каталитического крекинга 

произошел, поэтому система (7) всегда имеет 

хотя бы одно решение. Искомое решение 

 0 10 20 30 40 50, , , ,
T

K k k k k k  задачи 2 является 

точным решением системы (7).  

Пренебрегая  3h , из (7) получаем си-

стему уравнений: 
 

   
     

   
     

   
     

   
     

   
     

1 1 1 1

3 1 1 4 1 4 2 1 5

2 1 2 1

3 1 1 4 1 4 2 1 5

3 1 3 1

3 1 1 3 1 2 4 1 3

4 1 4 1

3 1 4 1 2 4 1 4

1 2 1 2

3 2 1 4 2 4 2 2 5

,
2

,
2

,
2

,
2

.
2

y t h y t h
y t k y t k y t k

h
y t h y t h

y t k y t k y t k
h

y t h y t h
y t k y t k y t k

h
y t h y t h

y t y t k y t k
h

y t h y t h
y t k y t k y t k

h

   
  


  

  

   

   


  
     

  
  







 (8) 
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Метод кубического сплайна. Значения 

 2 1y t ,  3 1y t ,  4 1y t ,  2 2y t ,  3 2y t ,  4 2y t  

получаются из эксперимента, а  1 1y t h , 

 1 1y t h ,  2 1y t h ,  2 1y t h ,  3 1y t h , 

 3 1y t h ,  4 1y t h ,  4 1y t h ,  1 2y t h , 

 1 2y t h  получаются методом кубического 

сплайна.  

Метод регуляризации Тихонова. По-

скольку  2 1y t ,  3 1y t ,  4 1y t ,  2 2y t ,  3 2y t , 

 4 2y t  измеряются экспериментально, то они 

могут содержать ошибки измерения и округ-

ления. Значения  1 1y t h ,  1 1y t h , 

 2 1y t h ,  2 1y t h ,  3 1y t h ,  3 1y t h , 

 4 1y t h ,  4 1y t h ,  1 2y t h ,  1 2y t h  

найдены интерполированием, поэтому они 

также могут содержать не только ошибки 

округления, но и ошибки интерполяции. 

Можно переписать (8) в виде: 
h bA K B ,  

где 
hA  – приближение к матрице A , а 

bB  – 

приближение к вектору B . Задача решения 

системы (8) некорректно поставлена, потому 

что при малом изменении 
hA  и 

bB  ее решение 

может сильно измениться. В этом случае для 

решения системы (8) будем использовать ме-

тод регуляризации Тихонова [7–10]. Необхо-

димо найти приближение к искомому реше-

нию 
0K , которое является единственным  

и непрерывно зависит от 
hA , 

bB .  

Будут найдены приближенные константы 

скорости реакций по следующему условию: 
 

2 2
min minh b

K
A K B K


   , (9) 

 

где 0const    – параметр регуляризации.  

Из (2) вытекает регуляризирующее уравнение: 
 

h h h bA A K K A B   , (10) 
 

где hA
 – сопряженный к матрице 

hA . Реше-

ние системы (10), обозначаемое 
1( ,K k   

2 3 4 5, , , )Tk k k k    , является регуляризован-

ным решением уравнения 
h bA K B  [7–10].  

В методе регуляризации Тихонова необхо-

димо найти параметр регуляризации   так, 

что K
 стремится к искомому решению 

0K , 

т. е. 0 0K K   .  

Проанализируем условие (9) и уравне-

ние (10). С увеличением же параметра   ре-

гуляризованное решение K
 становится 

глаже и устойчивей, т. е. уменьшается норма 

решения 
2

K , но увеличивается невязка 

2

h bA K B  . Истина – посередине, т. е. при 

некотором умеренном параметре   регуляри-

зованное решение K
 будет иметь и умерен-

ную гладкость, и умеренную невязку. Суще-

ствует несколько способов выбора  

параметра регуляризации [7–10]. В данной 

работе параметр   будет выбран исходя  

из непрерывности решения задачи 1. 

Рассмотрим задачу 1. Матричный опера-

тор A  с элементами 
1 1k k  , 

2 2k k  , 
3 3k k  , 

4 4k k  , 
5 5k k   обозначаем A

, а с элемен-

тами 
1 10k k , 

2 20k k , 
3 30k k , 

4 40k k , 

5 50k k  обозначаем 
0A . Решение задачи 1  

с операторами A A  и 
0A A   

обозначаем  Y t  и  0Y t . При малом  

изменении оператора A
 решение  Y t   

тоже мало изменяется. Из 0 0K K    сле-

дует, что 0 0A A   . Из свойства  

непрерывности решения задачи 1 следует, что 

   0 0Y t Y t    при 0 0A A   . Отсюда 

 Y t  непрерывно зависит от K
. При этом 

будет выбран параметр   так, что 

   0Y t Y t   достигает минимума. Для этого 

будем подставлять найденные приближенные 

константы скорости реакций 
1k 

, 
2k 

, 
3k 

, 
4k 

, 

5k 
 в (4) и решать прямую задачу. Из решения 

прямой задачи рассчитываются концентра-

ции веществ A , B , C , D  в разные  

моменты времени, т. е.  Y t . Расчетные кон-

центрации веществ A , B , C , D  будут срав-

ниваться с измеренными значениями.  
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РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ 

Рассмотрим пример. Пусть нам известны 

концентрации веществ A , B , C , D  в разные 

моменты времени, т. е.  1y t ,  2y t ,  3y t , 

 4y t  (табл. 1). 

 

Таблица 1 

Измеренные концентрации веществ A , B , C , D  
 

 t c   1
y t   2

y t   3y t   4y t  

0 0 0 90 10 

30 77,76206 12,47561 48,11464 6,76653 

60 132,29327 7,46789 25,74512 4,37430 

90 162,81084 4,12939 13,78771 2,74217 

120 179,58861 2,26780 7,39035 1,68145 

150 188,79792 1,24467 3,96468 1,01403 

180 193,85216 0,68309 2,12871 0,60366 

210 196,62600 0,37489 1,14389 0,35567 

240 198,14831 0,20574 0,61518 0,20779 

270 198,98377 0,11291 0,33111 0,12055 

Примечание: составлено авторами на основании данных, полученных в ходе расчета:  t c  – время, из-

меряемое в секундах;  1y t ,  2y t ,  3y t ,  4y t  – концентрация веществ A , B , ,C  D  в момент времени t. 

 

Используя метод кубического сплайна, вы-

числим  1 1y t h ,  1 1y t h ,  2 1y t h , 

 2 1y t h ,  3 1y t h ,  3 1y t h ,  4 1y t h , 

 4 1y t h ,  1 2y t h ,  1 2y t h  и построим 

систему (8) при 
1 200t  , 

2 220t  , 0,001h  . 

Решение системы (8) будет найдено методом 

регуляризации Тихонова. В результате прове-

денных расчетов находим приближенные 

константы скорости реакций 
1k 

, 
2k 

, 
3k 

,  

4k 
, 

5k 
. Как указано выше, будет выбран па-

раметр   так, что    0Y t Y t   достигает ми-

нимума, т. е. отклонение между расчетными 

и измеренными данными достигает мини-

мума. Чтобы проверить совпадение между 

расчетными и измеренными значениями, бу-

дем использовать статистические параметры: 

коэффициент корреляции Пирсона 2R  и по-

казатель эффективности Нэша – Сатклиффа 

(Nash‒Sutcliffe efficiency, NSE ) [11–13].  

Коэффициент 2R  (
20 1R  ) помогает 

предсказать, существует ли линейная корре-

ляция между измеренными и расчетными 

концентрациями веществ A , B , C , D . Если 
2 0R  , то полно отсутствует линейная корре-

ляция между измеренными и расчетными 

концентрациями веществ A , B , C , D . Если 
2 1R  , то существует идеальная линейная 

корреляция между измеренными и расчет-

ными концентрациями веществ A , B , C ,  

D  [11–13].  

Показатель NSE  ( 1NSE  ) указывает, 

насколько хорошо график измеренных и рас-

четных данных соответствует линии 1:1. Если 

0NSE  , то полностью отсутствует совпаде-

ние между измеренными и расчетными кон-

центрациями веществ A , B , C , D . Если 

1NSE  , то существует идеальное совпаде-

ние между расчетными и измеренными кон-

центрациями веществ A , ,B  C , D  [11–13].  

Рис. 1 показывает зависимость от пара-

метра регуляризации   суммы показателей 

NSE , рассчитанной формулой: NSE 
       1 2 3 4NSE y NSE y NSE y NSE y    , 

где  1NSE y ,  2NSE y ,  3NSE y ,  4NSE y  – 

показатели NSE  при оценке совпадения 

между измеренными и расчетными концен-

трациями веществ A , B , C , D . Чем выше 

NSE , тем лучше. Будем искать параметр   

так, чтобы    1 2NSE NSE y NSE y  
   3 4 4NSE y NSE y  . 
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Рис. 1. Зависимость суммы показателей эффективности Нэша – Сатклиффа от параметра регуляризации 

Примечание: составлено авторами. 

 

При 0,0017   имеем 
1 0,02001k   , 

2 0,00103k   , 
3 0,00114k   , 

4 0,02008k   , 

5 0,09936k   . Расчетные концентрации ве-

ществ A , B , C , D  в разные моменты времени 

представлены в табл. 2. 

 

Таблица 2 

Расчетные концентрации веществ A , B , C , D  при 0,0017   
 

 t c   1
y t   2

y t   3
y t   4

y t  

0 0 0 90 10 

30 77,74094 12,56051 48,08937 6,78712 

60 132,32963 7,53090 25,72160 4,39339 

90 162,89439 4,16552 13,77158 2,75522 

120 179,70009 2,28784 7,38073 1,68919 

150 188,92534 1,25575 3,95948 1,01819 

180 193,98870 0,68923 2,12614 0,60571 

210 196,76777 0,37829 1,14276 0,35657 

240 198,29311 0,20763 0,61477 0,20812 

270 199,13032 0,11396 0,33102 0,12062 

Примечание: составлено авторами на основании данных, полученных в ходе расчета:  t c  – время, из-

меряемое в секундах;  1y t ,  2y t ,  3y t ,  4y t  – концентрация веществ A , B , ,C D  в момент времени t. 

 

Для вещества A , коэффициент 
2R   

0,9999998401 1   показывает, что суще-

ствует линейная корреляция между измерен-

ными и расчетными концентрациями; 

0,9999969829 1NSE    показывает, что су-

ществует совпадение между расчетными  

и измеренными концентрациями. 

Для вещества B  имеем, что 
2R   

0,9999991314 1  , 0,9999140278 1NSE    

для вещества C : 
2 0,9999998897 1R   , 

0,9999997925 1NSE   , а для вещества D : 
2 0,9999949606 1R   , 0,9999895044NSE    

1 . Это показывает, что существует линей-
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ная корреляция 1:1 между расчетными и из-

меренными концентрациями веществ A , B , 

,C  D , т. е. расчетная концентрация в любой 

момент времени немного отличается от изме-
ренной. Найденные приближенные константы 

1 0,02001k   , 
2 0,00103k   , 

3 0,00114k   , 

4 0,02008k   , 
5 0,09936k    можно прини-

мать как решение обратной задачи 2. 

Рис. 2 показывает, как меняется концен-

трация веществ A , B , C , D  с течением вре-

мени при 
1 0,02001k  , 

2 0,00103k  , 

3 0,00114k  , 
4 0,02008k  , 

5 0,09936k  .  

На рис. 2 звездочками обозначены измерен-

ные концентрации A , B , C , D . Кривые  1y t , 

 2y t ,  3y t ,  4y t  выражают изменение рас-

четной концентрации вещества A , B , C , D   

с течением времени. Видно, что измеренные 

значения очень близки к кривым. Это озна-

чает, что отклонение между измеренными  

и расчетными значениями очень малое, и со-

гласуется с тем, что показатель  1 1NSE y  , 

 2 1NSE y  ,  3 1NSE y  ,  4 1NSE y  . 

 

 
 

Рис. 2. Изменение концентрации вещества A , B , C , D   

при 
1

0,02001k , 
2

0,00103k , 
3

0,00114k , 
4

0,02008k , 
5

0,09936k  

Примечание: составлено авторами. 

 

Из данных табл. 1 и 2 будем строить диа-

граммы рассеивания, чтобы показать, что су-

ществует линейная корреляция 1:1 между из-

меренными и рассчитанными концентраци-

ями веществ A , B , ,C  D  (рис. 3). На этих 

диаграммах координат каждые точки по гори-

зонтальной оси выражают измеренную кон-

центрацию, а по вертикальной оси – расчет-

ную концентрацию. Видно, что точки, выра-

жающие концентрацию веществ A , B , ,C  ,D  

распределяются близко к линейной кривой 

1:1. Это согласуется с тем, что существует  

линейная корреляция 1:1 между измерен-

ными и расчетными концентрациями. Отсюда 

найденные приближенные константы скоро-

сти реакций (0,02001 0,00103, 0,00114,,K 

0,02008, 0,09936)T  можно принять как реше-

ние обратной задачи 2. 

 



Лэ В. Х., Фирсов А. Н. 

Метод регуляризации Тихонова для решения обратной задачи  

в математической модели кинетики процесса нефтепереработки  

 

 

© Лэ В. Х., Фирсов А. Н., 2022 

Бесчастнов Ю. Н., Томащук К. К., 2022  57 

 
 

Рис. 3. Линейная корреляция 1:1 между измеренными и расчетными концентрациями вещества  

A, B, C, D при k1 = 0,02001, k2 = 0,00103, k3 = 0,00114, k4 = 0,02008, k5 = 0,09936 

Примечание: составлено авторами. 

 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В работе была рассмотрена математиче-

ская модель кинетики процесса нефтеперера-
ботки, описанная линейной системой диффе-
ренциальных уравнений с заданными началь-
ными условиями (задача Коши). В рамках 
этой математической модели была постав-
лена обратная задача: по заданным концен-
трациям исходного вещества и продуктов 
определить константы скорости реакций.  
В результате проведенных расчетов найдены 
методом регуляризации Тихонова приблизи-
тельные константы скорости реакций в про- 

цессе нефтепереработки. Для проверки совпа-
дения между измеренными и расчетными кон-
центрациями исходного вещества и продуктов 
были использованы коэффициент корреляции 

Пирсона 2R  и показатель эффективности 
Нэша – Сатклиффа NSE .Установлено, что су-
ществует линейная корреляция и совпадение 
(т. е. линейная корреляция 1:1) между изме-
ренными и расчетными концентрациями ве-

ществ A , C , D . В этом случае были приняты 
найденные приближенные константы скоро-
сти реакций в процессе нефтепереработки. 
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Аннотация. Объектом исследования являются аналитические и топологические методы рас-

чета систем автоматического управления. Целью работы является построение практико-ориентирован-
ного способа применения метода пространства состояний раздела неметрической математики для ис-
следования систем типа «один вход – один выход». Исследована обобщенная система n-го порядка  
в виде «вход – выход», разработана структурная схема ее моделирования согласно методу простран-
ства состояний, апробированная на примере системы второго порядка с проверкой методом контроль-
ного моделирования. Исследуемая система n-го порядка преобразована к виду «вход – внутреннее со-
стояние – выход», разработана структурная схема ее моделирования по методу пространства состояний 
в различных системах визуальной симуляции, апробированная на примере системы третьего порядка 
с проверкой методом контрольного моделирования. Критерием правильности является тождествен-
ность графиков выходных сигналов исследуемой системы, полученных методом пространства состоя-
ний, методом структурного моделирования и заданием передаточной функции. Разработанный уни-
версальный математический инструментарий позволяет проводить исследование систем типа «один 
вход – один выход» любой степени сложности.  

Ключевые слова: пространство состояний, переменные состояния, SISO-система, структурный 
анализ, моделирование  
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Abstract. The object of the study is analytical and topological methods for automatic control systems 

engineering. The aim of the study is to build a practice-oriented approach for applying the state space method, 
which is part of nonmetric mathematics, to analyze the single input single output systems. A generalized nth-
order input output system is investigated. A structural scheme for such system modeling is developed accord-
ing to the state space method. The scheme was tested on the example of the second order system using verifi-
cation of the control modeling method. The nth-order system is transformed into “input ‒ internal state ‒ output” 
type. The structural scheme of its modeling is developed according to the state space method in various visual 
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simulation systems and tested on the example of the third order system using verification of the control mod-
eling method. The criterion of correctness is equality of graphs of output signals of the system analyzed, which 
were obtained by the state space method, the structural modeling method and the assignment of the transfer 
function. The developed universal mathematical tools make it possible to study single input single output sys-
tems of any complexity.  

Keywords: state space, state variables, SISO system, structural analysis, modeling  
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ВВЕДЕНИЕ 
Исследование систем автоматического 

управления во временном домене [1] с помо-

щью пространства состояний очень удобна по 

нескольким причинам. С одной стороны, по 

методическим соображениям, система харак-

теризуется с помощью понятия «состояние 

системы», которому соответствует точка 

в определенном евклидовом пространстве, 

а поведение системы во временной области – 

это траектория этой точки [2]. С другой сто-

роны, матрично-векторное описание системы 

компактно и наглядно, что позволяет рабо-

тать с линейными и нелинейными системами 

с помощью одного и того же математического 

инструментария. 

 
МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 

Обобщенная система автоматического 

управления (САУ) типа SISO (single input sin-

gle output) может быть представлена как «чер-

ный ящик» (рис. 1). Связь между входным 

и выходным сигналами этой системы в виде 

«вход – выход» описывается дифференциаль-

ным уравнением, у которого в левой части 

размещается сумма всех производных выход-

ного сигнала хвых(t), а в правой части – сумма 

всех производных входного сигнала хвх (t) [3, 4]: 
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Здесь an, an-1, … , a1, a0, bm, bm-1, … , b1, b0 – 

параметры, определяющие динамические 

свойства системы (параметры САУ). В том 

случае, когда параметры являются констан-

тами, САУ является линейной. Если хотя бы 

один параметр является нелинейным (напри-

мер, изменяется во времени по релейному за-

кону), САУ является нелинейной. Поэтому 

решение классической задачи теории автома-

тического управления – нахождение хвых (t) 

при задании хвх (t) путем решения дифферен-

циального уравнения представляется затруд-

нительным. 

 

хвых(t)хвх(t)

САУ с параметрами

ai и  bj 

(i=0,…, n и 

j=0,…, m)
 

 

Рис. 1. Структурная схема обобщенной системы автоматического управления   
Примечание: составлено авторами. 

 
Универсальным математическим приемом, 

позволяющим решать указанную задачу, явля-
ется метод пространства состояний [5]. Мате-
матическое уравнение системы можно пред-
ставить в виде функциональной схемы, состоя-
щей из элементарных динамических звеньев – 
идеальных интеграторов и сумматоров. 

Введем обозначения, являющиеся традицион-

ными для метода пространства состояний: 
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С учетом принятых обозначений, диффе-

ренциальное уравнение (1) преобразуется 

к виду: 
 

1 1 1 1 0 0
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m m m m
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 (3) 

 

Здесь g0 и y0 – входной и выходной сигнал 

обобщенной САУ. Соответственно методу 

пространства состояний: 
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(4) 

 

После выделения общих для обоих уравне-

ний компонентов: 
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Соответствующая структура представлена 

на рис. 2. 
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Рис. 2. Структурная модель пространства состояний вида «вход – выход»  

для системы автоматического управления n-го порядка  

Примечание: составлено авторами на основании данных, полученных в исследовании. 

 

Данная методика легко применима к систе-

мам любого порядка, но с m = 0. Численный 

пример рассмотрен для системы второго  

порядка, описываемой дифференциальным 

уравнением: 
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И, соответственно, передаточной функцией: 
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Правильность расчета проверяется мето-

дом контрольного моделирования [6]. На два 

входа плоттера подается два способа модели-

рования системы (рис. 3): структурная модель 

пространства состояний и передаточная 

функция. Графики совпадают, что подтвер-

ждает правильность схемы структурного мо-

делирования. Поскольку в программе визу-

ального моделирования VisSim блок «Пере-

даточная функция» относится к группе «Ли-

нейные системы», параметры в данном при-

мере представляют собой числовые значения. 

Этого достаточно для проверки правильности 

предлагаемой структуры. В дальнейшем па-

раметры ai можно задать в виде формул 

и применять предлагаемую структуру для ис-

следования нелинейных систем. 



 

Вестник кибернетики. 2022. № 4 (48) 

Proceedings in Cybernetics. 2022. No. 4 (48) 

 

 

© Музылева И. В., Языкова Л. Н., 

Мещеряков В. Н., 2022   62 

 
 

Рис. 3. Пример структурной модели системы второго порядка с m = 0  

Примечание: составлено авторами на основании данных, полученных в исследовании. 

 

Более универсальным является метод ком-

бинирования производных [7], когда иссле-

дуется система «вход – внутреннее состояние – 

выход». Прежде всего, выполним приведение 

дифференциального уравнения (1) к виду, 

чтобы коэффициент при старшей производ-

ной выходного сигнала был равен 1, входной 

сигнал приведенной системы – это управляю-

щее воздействие u (t), выходной сигнал – y (t): 
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где 
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  , ' j

j
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b
b a  – параметры обобщен-

ной системы n-го порядка, приведенной 

к стандартному виду. Здесь i = 1, … n, j = 0, 

… m, причем m < n. 

В операторной форме уравнение (7) при-

нимает вид: 
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или: 
 

       K p Y p L p U p , (8) 

 

где p – комплексная переменная, используе-

мая в преобразовании Лапласа, X (p) м Y (p) – 

изображения входного хвх (t) и выходного хвых (t) 

сигналов системы (рис. 1): 
 

 
1

'

0

n
n i

i

iK p p a p




   и   '

0

.
m

i

i

iL p b p


  

 

Выражение (8) можно записать в виде ра-

венства дробей: 
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Введем переменную внутреннего состоя-

ния системы x (t) (рис. 4) – такую, что ее изоб-

ражение X (p) определяется как: 
 

 
 

 

 

 

Y p U p
X p

L p K p
  . (10) 

 

 

y(t)u(t) Внутреннее состояние

x(t)

 
 

Рис. 4. Структура «вход – состояние – выход» для обобщенной системы автоматического управления  

Примечание: составлено авторами на основании данных, полученных в исследовании. 
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Тогда для управляющего воздействия по-

лучается изображение: 
 

     U p K p X p   

 

и, соответственно, оригинал: 
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А для выходного сигнала системы полу-

чается изображение: 
 

     Y p L p X p   

 

и, соответственно, оригинал: 
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Уравнения (11) и (12) являются основой 

для построения структурной модели приве-

денной обобщенной системы (рис. 5). 

После ввода обычных для метода простран-

ства состояний обозначений: 
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получается система уравнений для производ-

ных первого порядка: 
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Рис. 5. Структурная модель обобщенной системы автоматического управления n-го порядка  

в форме «вход – внутреннее состояние – выход»  

Примечание: составлено авторами на основании данных, полученных в исследовании. 

 

В матричной форме она запишется в виде: 
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(13) 

 

Таким образом, получена стандартная 

форма записи уравнения динамики обобщен-

ной приведенной САУ n-го порядка в про-

странстве состояний [7] для нулевых началь-

ных условий: 
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Здесь 
 состdX t

dt
 – n-мерная матрица – 

столбец первых производных переменных 
состояний: 
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 состX t – n-мерная матрица – столбец пе-

ременных состояний: 
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A (t), B (t), C (t), D (t) – это матрицы про-
странства состояний обобщенной системы, 
параметры которой в общем случае зависят от 
времени: 
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(15) 

 

A (t) – квадратная матрица n-го порядка, 
которая показывает порядок системы, пара-
метры входящих в нее элементов и их взаим-
ные связи. Для ее составления необходимо 
в n-й строке поставить параметры из левой 
части приведенного дифференциального 
уравнения. Заполнение всех остальных строк 
неизменно. 

B (t) – матрица – столбец n-го порядка, ко-
торая показывает связь управляющего воз-
действия с переменными состояниями. По-
следняя строка этой матрицы равна 1, осталь-
ные – нулю.  

C (t) – матрица – строка n-го порядка, фор-

мирующая выходные переменные из пере-

менных состояний. Она состоит из коэффици-

ентов правой части приведенного дифферен-

циального уравнения (m параметров), допол-

ненных нулями до размера матрицы n. 

D (t) – матрица обхода системы, представ-

ляющая собой нулевую матрицу размера 1 × 1. 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ 

В качестве численного эксперимента про-

ведено исследование линейной системы тре-

тьего порядка (n = 3, m = 1), описываемой 

уравнением: 
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и, соответственно, передаточной функцией: 
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Приведенное уравнение этой системы: 
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Матрицы для пространства состояний: 
 

   

       

0 1 0 0

0 0 1 , 0 ,

100 100 50 1

100 50 0 , 0 .

A t B t

C t D t

   
   

 
   
        

 

 

 

Результаты проверочного моделирования, 

проведенного по методике [3], и соответствую-

щий .m-файл приведены на рис. 6–11 в про-

граммах VisSim, MatLab/Simulink и SimInTech. 

Правильность расчетов подтверждается сов-

падением графиков переходных процессов, 

полученных при задании системы тремя спо-

собами: 

1) через пространство состояний; 

2) через передаточную функцию; 

3) путем структурного моделирования. 
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Рис. 6. Пример структурной модели системы третьего порядка с m = 1 в VisSim  

Примечание: составлено авторами на основании данных, полученных в исследовании. 

 

 
 

Рис. 7. Задание матриц пространства состояний в .m-файле  

Примечание: составлено авторами на основании данных, полученных в исследовании. 

 

 
 

Рис. 8. Структурное моделирование рассматриваемой системы в Matlab/Simulink  

Примечание: составлено авторами на основании данных, полученных в исследовании. 
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Рис. 9. Переходный процесс, полученный в результате структурного моделирования  

рассматриваемой системы в Matlab/Simulink  

Примечание: составлено авторами на основании данных, полученных в исследовании. 

 

 
 

Рис. 10. Скрипт Matlab и результат расчетов для рассматриваемого примера 

Примечание: составлено авторами на основании данных, полученных в исследовании. 
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Рис. 11. Функциональная схема и результаты моделирования  

для численного примера в SimInTech  

Примечание: составлено авторами на основании данных, полученных в исследовании. 

 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Показанная методика составления матриц 

пространства состояний применима для ли-

нейных и нелинейных SISO-систем, по-

скольку в таком виде можно записать уравне-

ния динамики любой степени сложности [8], 

а осуществление преобразований над матри-

цами A(t), B(t), C(t) и D(t) возможно в любом 

доступном пакете симуляции (VisSim, 

Matlab/Simulink, SimInTech и т. п.), что су-

щественно облегчает процесс решения пря-

мой задачи теории автоматического управ-

ления, заключающейся в определении реак-

ции системы с известным математическим 

описанием. 
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НЕЭЛЕМЕНТАРНЫХ ЛИНЕЙНЫХ РЕГРЕССИЙ С ЛИНЕЙНЫМ АРГУМЕНТОМ 
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Аннотация. Простейшая неэлементарная линейная регрессионная модель содержит две объяс-

няющие переменные, преобразованные с помощью бинарной операции минимум или максимум,  

и один из аргументов бинарной операции в таких моделях содержит только угловой коэффициент. 

Проведено исследование неэлементарных линейных регрессий, в которых аргумент бинарной опера-

ции содержит как единичный угловой коэффициент, так и свободный член. На основе алгоритма при-

ближенной оценки методом наименьших квадратов неэлементарных линейных регрессий разработан 

алгоритм оценки неэлементарной линейной регрессии, содержащей в аргументе бинарной операции и 

угловой коэффициент, и свободный член. Предложенные алгоритмы были реализованы на языке про-

граммирования hansl пакета gretl в виде программы, с помощью которой решена задача моделирования 

железнодорожных грузовых перевозок в Тюменской области. Построены традиционная линейная ре-

грессия и три разновидности неэлементарной линейной регрессии: с угловым коэффициентом в аргу-

менте бинарной операции, с единичным угловым коэффициентом и свободным членом, с угловым ко-

эффициентом и свободным членом. Предложенные в работе неэлементарные модели со свободным 

членом в бинарной операции на практике оказались лучше, чем их известный аналог. 

Ключевые слова: неэлементарная линейная регрессия, метод наименьших квадратов, угловой 

коэффициент, свободный член, бинарная операция, интерпретация 
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Abstract. The simple non-elementary linear regression model contains two explanatory variables trans-

formed by a minimum or maximum binary operation. One of the arguments of a binary operation  

in such models contains only the slope. Non-elementary linear regressions, in which the argument of a binary 

operation contains both the unit slope and intercept, are studied. Based on the algorithm of approximate  

estimation by ordinary least squares for non-elementary linear regressions, an algorithm for estimating a non-

elementary linear regression, in which the argument of a binary operation contains the slope and intercept,  
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is developed. The proposed algorithms were implemented as a program that solves the modeling problem for 

railway freight traffic in Tyumen Oblast using hansl, a scripting language from the gretl package. A classical 

linear regression and three options of non-elementary linear regression (with the slope in the argument of a 

binary operation, the unit slope and intercept, and the slope and intercept) were constructed. The proposed 

non-elementary models with the intercept in a binary operation were found to be more efficient than their well-

known alternatives. 

Keywords: non-elementary linear regression, ordinary least squares method, slope, intercept, binary 

operation, interpretation 
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ВВЕДЕНИЕ 

Для проведения регрессионного ана-
лиза [1, 2] разработано значительное количе-
ство различных известных структурных спе-
цификаций регрессионных моделей [3], при-
меняемых при решении прикладных задач 
анализа данных. Одновременно идет поиск 
новых регрессионных зависимостей, более 
совершенных форм связи между перемен-
ными, и актуальным научным направлением 
сегодня является построение интерпретируе-
мых моделей машинного обучения [4, 5]. 

Методы построения нечетких регрессион-
ных моделей активно развиваются, например: 
в [6] представлен новый подход для оценки 
параметров модели нечеткой регрессии; в [7] 
рассмотрена нечеткая регрессия с интерваль-
ными значениями и предложена новая унифи-
цированная методология работы с моделями 
нечеткой регрессии, в [8] представлен нечет-
кий линейный метод наименьших квадратов 
(МНК); в [9] исследуются вопросы оценива-
ния нечетких регрессионных моделей с помо-
щью метода наименьших модулей (МНМ). 

Широкое распространение получили так 
называемые кусочно-линейные регрессион-
ные модели [10], оценка которых осуществля-
ется с помощью МНМ, например, для моде-
лирования объемов перевозок пассажиров 
железнодорожным транспортом [11]. В [12] 
предложена кусочно-линейная авторегресси-
онная модель произвольного порядка для рас-
чета обеспеченности жильем в Иркутской об-
ласти. В [13] исследована кусочно-линейная 
регрессия с интервальной неопределенно-
стью для зависимой переменной. 

В [14] рассмотрены простейшие неэлемен-
тарные линейные регрессии (НЛР), состоя-

щие из двух объясняющих переменных, оце-
ниваемых с помощью МНК, а в [15] понятие 
НЛР было обобщено на случай многих пере-
менных. В общем случае, НЛР содержит  
в себе не только объясняющие переменные, 
но и все возможные комбинации их пар, пре-
образованные с помощью бинарных опера-
ций минимум и максимум. Тем самым НЛР 
есть обобщение линейных регрессий. Для вы-
бора наиболее информативных регрессоров  
в НЛР было предложено две стратегии, тре-
бующие реализации переборных проце-
дур [16], а в [17] задача выбора оптимальной 
структуры НЛР сведена к задаче частично-бу-
левого линейного программирования и про-
демонстрированы высокие интерпретацион-
ные способности НЛР. В работах [14–17]  
в НЛР один из аргументов бинарных опера-
ций содержит только угловой коэффициент 
при объясняющей переменной.  

Цель данной работы заключается в разра-
ботке алгоритма оценки МНК обобщенных 
простейших НЛР, в которых один из аргумен-
тов бинарной операции представляет собой 
линейную функцию, т. е. содержит как угло-
вой коэффициент, так и свободный член. 

 
МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 

В работе [14] рассмотрена простейшая 
НЛР вида: 

 

 0 1 1 2α α min , εi i i iy x kx   , 1,i n , (1) 
 

где n  – объем выборки; 
iy , 1,i n  – значения 

зависимой (объясняемой) переменной y ; 

1 0ix  , 
2 0ix  , 1,i n  – значения независи-

мых (объясняющих) переменных 
1x  и 

2x ; 
0α , 
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1α , k  – неизвестные параметры; ε i
, 1,i n  – 

ошибки аппроксимации. 
Модель (1) нелинейна по параметрам.  

Но если придать параметру k  определенное 
значение, то она становится линейной,  
и оценки параметров 

0α  и 
1α  можно легко 

идентифицировать, например, по известным 
формулам для МНК. 

В [1] установлена область возможных зна-

чений параметра k . Для этого сначала опре-
деляется область его значений, при которых 
НЛР (1) трансформируется в обычную пар-
ную линейную регрессию y  от 

1x . В этом 

случае нужно решить систему линейных не-
равенств: 
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Решение этой системы можно записать  
в виде: 

 

maxk k , 
 

где 111 21
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12 22 2
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xx x
k

x x x

 
  

 
. 

Аналогично для определения области зна-

чений параметра k , при которых НЛР (1) 
трансформируется в парную линейную ре-
грессию y  от 

2x , решается система нера-

венств: 
 

11 12

21 22

1 2

,

,

...

.n n

x kx

x kx

x kx







 

 

 

Она имеет решение: 
 

mink k , 
 

где 111 21
min

12 22 2

min , , ..., n

n

xx x
k

x x x

 
  

 
. 

Тогда оптимальная оценка параметра k   

в НЛР (1) принадлежит отрезку  min max,k k . 

Разбивая этот отрезок достаточно большим 
числом точек, вычисляя в каждой точке 
МНК-оценки параметров 

0α , 
1α  и выбирая 

уравнение, для которого сумма квадратов 
ошибок минимальна, можно получить НЛР, 
МНК-оценки которой практически не отлича-
ются от оптимальных. 

Модель (1) можно назвать НЛР только  

с угловым коэффициентом k  в бинарной опе-

рации. Стоит отметить, что вместо  

бинарной операции min в НЛР (1) можно  

использовать бинарную операцию max. 

Введем в рассмотрение НЛР со свободным 

членом b  и единичным угловым коэффици-

ентом в бинарной операции: 
 

 0 1 1 2α α min , εi i i iy x x b    , 1,i n . (2) 

 

МНК-оценки неизвестных параметров 

НЛР (2) можно найти точно по такому же ал-

горитму, что и для НЛР (1). Для этого сначала 

определим область возможных значений па-

раметра b . 

Если НЛР (2) трансформируется в обыч-

ную парную регрессию y  от 
1x , то справед-

ливы условия: 
 

11 12

21 22

1 2

,

,

...

.n n

x x b

x x b

x x b

 


 


  

 

 

Решением такой системы линейных нера-

венств будет промежуток: 

 

maxb b , 

 

где  max 11 12 21 22 1 2max , ,..., n nb x x x x x x    . 

Если же НЛР (2) трансформируется в пар-

ную регрессию y  от 
2x , то выполняются 

условия: 
 

11 12

21 22

1 2

,

,

...

,n n

x x b

x x b

x x b
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откуда: 
 

minb b , 
 

где  min 11 12 21 22 1 2min , ,..., n nb x x x x x x    . 

Из этого следует, что оптимальная оценка 

параметра b  в НЛР (2) принадлежит отрезку 

 min max,b b . Тогда для нахождения близких  

к оптимальным МНК-оценкам параметров 

НЛР (2) можно воспользоваться следующим 

алгоритмом: 

1. Разбить отрезок  min max,b b  максималь-

ным количеством точек. 

2. В каждой точке и на концах отрезка 

с помощью МНК определить оценки парамет-

ров 
0α  и 

1α  НЛР (2). 

3. Выбрать точку, в которой сумма квадра-

тов ошибок НЛР (2) минимальна. 

Теперь введем в рассмотрение НЛР со сво-

бодным членом b  и угловым коэффициентом 

k  в бинарной операции: 
 

 0 1 1 2α α min , εi i i iy x kx b    , 1, .i n  (3) 
 

Понятно, что если 0b  , то НЛР (3) вы-

рождается в НЛР (1), а если 1k  , то в НЛР (2). 

К сожалению, из-за того что степень нелиней-

ности НЛР (3) выше, чем у моделей (1)  

и (2), определить аналитически в какую об-

ласть попадают оптимальные оценки ее пара-

метров k  и b  не представляется возможным. 

Однако можно сформулировать следующий 

алгоритм МНК-оценивания НЛР (3), гаранти-

рующий получение модели с величиной 

суммы квадратов ошибок, не большей, 

а зачастую меньшей, чем у НЛР (1) и (2): 

1. Выбрать область изменения параметра 

k  так, чтобы она включала в себя и промежу-

ток  min max,k k , и единицу. Разбить получен-

ный отрезок 
1 2[ , ]k k  максимальным количе-

ством точек. 

2. В каждой s -й точке и на концах отрезка 

1 2[ , ]k k  определить границы возможных зна-

чений параметра b  по формулам 

 ,min 11 12 21 22 1 2min , , ...,s s s n s nb x k x x k x x k x     и 

 ,max 11 12 21 22 1 2max , , ...,s s s n s nb x k x x k x x k x    . 

В результате для каждой s -й точки отрезка 

 min max,k k  будет сформирован отрезок 

,min ,max,s sb b   . 

3. Разбить s -й отрезок ,min ,max,s sb b    макси-

мальным количеством точек. 

4. В каждой точке и на концах отрезков 

,min ,max,s sb b    с помощью МНК определить 

оценки параметров 
0α  и 

1α  НЛР (3). 

5. Выбрать оценки параметров k  и b , при 

которых сумма квадратов ошибок НЛР (3) 

минимальна. 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ 

Предложенные в работе алгоритмы МНК-

оценивания НЛР были реализованы на языке 

программирования hansl эконометрического 

пакета gretl в виде программы для решения 

задачи моделирования железнодорожных 

грузовых перевозок в Тюменской области. 

Для этого были использованы ежегодные 

статистические данные (источник – 

https://rosstat.gov.ru/) за период с 2011  

по 2020 гг. по следующим переменным: 

y  – отправление грузов железнодорожным 

транспортом общего пользования (млн т); 

1x  – производство электроэнергии (млрд 

кВт*ч); 

2x  – продукция сельского хозяйства (млн 

руб.). 

Данные приведены в табл. 1. 

 

Таблица 1 

Статистические данные 
 

Год y x1 x2 

2011 24,5 101,0 58 660,2 

2012 26,4 102,7 56 125,2 

2013 30,5 108,1 58 853,2 

2014 34,2 109,8 67 110,7 

2015 40,6 109,2 70 657 
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Окончание табл. 1 
Год y x1 x2 

2016 40,2 110,6 74 486,2 

2017 38,4 108,2 76 715,6 

2018 37,7 108,79 77 793 

2019 37,7 110,63 8 3037 

2020 38,2 101,2 87 514 

Примечание: составлено автором. 

 

Оцененная по этим данным с помощью 

МНК традиционная модель множественной 

линейной регрессии имеет вид: 
 

1 263,8402 0,6724 0,0003758y x x    . (4) 
 

Коэффициент детерминации 2R  модели (4) 

составил 0,848594, что подтверждает ее адек-

ватность. 

Затем с помощью МНК численно оценива-

лась НЛР (1). Область возможных значений 

параметра k  составила [0,001156, 0,001837]. 

Число разбиений этого отрезка задавалось 

равным 100. График зависимости коэффици-

ента детерминации 2R  оцениваемой модели 

от величины k  представлен на рис. 1. 

 

 
 

Рис. 1. График зависимости 
2

R  от k  для неэлементарной линейной регрессии (1) 

Примечание: составлено автором. 

 
Как видно по рис. 1, максимальное значе-

ние 0,854667 коэффициент детерминации 2R  
достигает только в одной точке 0,001527k  , 

в которой НЛР (1) имеет вид: 
 

 1 221,4316 0,5544min , 0,001527 .y x x    (5) 
 

Таким образом, по величине 2R  НЛР (5) 
оказалась незначительно лучше, чем линей-
ная регрессия (4). 

В кусочно-заданной форме НЛР (5) имеет 
вид: 

 

1
1

2

1
2

2

21,4316 0,5544 ,  при 0,001527,

21,4316 0,000846 ,  при 0,001527.

x
x

x
y

x
x

x


  


 
  


 

Из этого следует, что при переключении 

функций в НЛР (5) угловые коэффициенты 

при переменных различны, а свободный 

(−21,4316) постоянен. При этом переключе-

ние осуществляется в зависимости от вели-

чины относительного показателя 1

2

x

x
. 

После чего с помощью МНК численно оце-

нивалась НЛР (2). Область возможных значе-

ний параметра b  составила [−87412,8, 

−56022,5]. Число разбиений этого отрезка за-

давалось равным 100. График зависимости 

коэффициента детерминации 2R  оценивае-

мой модели от величины b  представлен  

на рис. 2. 
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Рис. 2. График зависимости 
2

R  от b  для неэлементарной линейной регрессии (2) 

Примечание: составлено автором. 

 

Как видно по рис. 2, максимальное значе-

ние 0,906492 коэффициент детерминации  
2R  достигает только в одной точке 

70629,87b   , в которой НЛР (2) имеет вид: 
 

 1 238,5499 0,0009min , 70629,87 .y x x    (6) 
 

В результате по величине 2R  НЛР (6) ока-

залась гораздо лучше как линейной регрессии 

(4), так и НЛР (5). 

В кусочно-заданной форме НЛР (6) имеет 

вид: 
 

1 2 1

2 2 1

38,5499 0,0009 ,  при 70629,87,

25,017 0,0009 ,  при 70629,87.

x x x
y

x x x

  
 

   
 

 

Из этого следует, что при переключении 

функций в НЛР (6) свободные члены раз-

личны, а угловой коэффициент при перемен-

ных (0,0009) постоянен. При этом переключе-

ние осуществляется в зависимости от вели-

чины абсолютного показателя 
2 1x x . 

Далее с помощью МНК численно оценива-

лась НЛР (3). Область возможных значений 

параметра k  была выбрана  0,001156,2 . 

Число разбиений отрезков и для параметра k , 

и для b  задавалось равным 1 000. В резуль-

тате работы программы было установлено, 

что максимальное значение 0,90825 коэффи-

циент детерминации 2R  достигает при 

0,011768k   и 722,3053b   . В этой точке 

НЛР (3) имеет вид: 
 

 1 2

30,25 0,077467min

,0,011768 722,3053 .

y

x x

 


 (7) 

 

По величине 2R  НЛР (7) оказалась лучшей 

из всех оцененных моделей. 

В кусочно-заданной форме НЛР (7)  

имеет вид: 
 

1

1 2

2

1 2

30,25 0,077467 ,  

при 0,011768 722,3053,

25,7048 0,000911 ,  

при 0,011768 722,3053.

x

x x
y

x

x x




 
 

 
  

 

 

Как видно, при переключении функций  

в НЛР (7) различны как свободные члены, так 

и угловые коэффициенты. 

Стоит отметить, что при использовании 

бинарной операции максимум оцененные 

НЛР оказались хуже, чем модели (5)–(7). 

 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В работе рассмотрены простейшие неэле-

ментарные линейные регрессии с линейным 

аргументом в бинарной операции. Предложен 

алгоритм МНК-оценивания для специфика-

ции с единичным угловым коэффициентом  

и свободным членом, и с произвольным угло-

вым коэффициентом и свободным членом. 

Разработана реализующая эти алгоритмы 

программа, с помощью которой решена за-

дача моделирования железнодорожных гру-

зоперевозок в Тюменской области. Предло-

женные в работе модели на практике оказа-
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лись лучше по качеству, чем линейная  

регрессия и неэлементарная линейная регрес-

сия только с угловым коэффициентом в би-

нарной операции. 

Предложенный алгоритм оценивания не-

элементарной линейной регрессии со свобод-

ным членом и единичным угловым коэффици-

ентом в бинарной операции гарантирует бли-

зость МНК-оценок к оптимальным, а алго-

ритм для неэлементарных линейных регрес-

сий с линейным аргументом в бинарной опера-

ции – нет. Однако полученная с его помощью 

модель гарантировано будет не хуже, чем из-

вестные на сегодня неэлементарные зависи-

мости. Поэтому весьма перспективным 

направлением становится интеграция рас-

смотренных в данной работе простейших 

конструкций в обобщенную неэлементарную 

линейную регрессию [17]. 

 
Список источников 

 

1. Brook R. J., Arnold G. C. Applied Regression Anal-

ysis and Experimental Design. Boca Raton, FL : 

CRC Press, 2018. 256 p. 

2. Montgomery D. C., Peck E. A., Vining G. G. Intro-

duction to Linear Regression Analysis. Hoboken, NJ : 

John Wiley & Sons, 2021. 704 p. 

3. Клейнер Г. Б. Производственные функции: тео-

рия, методы, применение. М. : Финансы и стати-

стика, 1986. 240 с. 

4. Molnar C. Interpretable Machine Learning. 2020. 

312 p.  

5. Doshi-Velez F., Kim B. Towards a Rigorous Sci-

ence of Interpretable Machine Learning // arXiv. 

2017. URL: https://arxiv.org/pdf/1702.08608v2.pdf 

(дата обращения: 15.10.2022). 

6. Khammar A. H., Arefi M., Akbari M. G. A General 

Approach to Fuzzy Regression Models Based  

on Different Loss Functions // Soft Comput. 2021. 

Vol. 25, Is. 2. P. 835‒849. 

7. Boukezzoula R., Coquin D. Interval-Valued Fuzzy 

Regression: Philosophical and Methodological  

Issues // Appl Soft Comput. 2021. Vol. 103.  

P. 107145. 

8. Hose D., Hanss M. Fuzzy Linear Least Squares for 

the Identification of Possibilistic Regression Mod-

els // Fuzzy Sets and Systems. 2019. Vol. 367.  

P. 82‒95. 

9. Chen L.-H., Nien S.-H. Mathematical Programming 

Approach to Formulate Intuitionistic Fuzzy Regres-

sion Model Based on Least Absolute Deviations // 

Fuzzy Optim Decis Making. 2020. Vol. 19, Is. 2.  

P. 191–210. 

10. Носков С. И. Технология моделирования объек-

тов с нестабильным функционированием и не-

определенностью в данных. Иркутск : Облин-

формпечать, 1996. 320 с. 

11. Носков С. И., Хоняков А. А. Кусочно-линейные 

регрессионные модели объемов перевозки пас-

сажиров железнодорожным транспортом // Мо-

дели, системы, сети в экономике, технике, при-

роде и обществе. 2021. № 4. С. 80–89. 

12. Носков С. И. Построение кусочно-линейной авто-

регрессионной модели произвольного порядка // 

Вестн. Югорск. гос. ун-та. 2022. № 2. С. 89–94. 

 References 
 

1. Brook R. J., Arnold G. C. Applied Regression Anal-
ysis and Experimental Design. Boca Raton, FL : 
CRC Press, 2018. 256 p. 

2. Montgomery D. C., Peck E. A., Vining G. G. Intro-
duction to Linear Regression Analysis. Hoboken, NJ : 
John Wiley & Sons, 2021. 704 p. 

3. Kleiner G. B. Proizvodstvennye funktsii: Teoriia, 
metody, primenenie. Moscow : Finansy i statistika, 
1986. 240 р. (In Russian). 

4. Molnar C. Interpretable Machine Learning. 2020. 
312 p.  

5. Doshi-Velez F., Kim B. Towards a Rigorous Sci-
ence of Interpretable Machine Learning // arXiv. 
2017. URL: https://arxiv.org/pdf/1702.08608v2.pdf 
(accessed: 15.10.2022). 

6. Khammar A. H., Arefi M., Akbari M. G. A General 
Approach to Fuzzy Regression Models Based  
on Different Loss Functions // Soft Comput. 2021. 
Vol. 25, Is. 2. P. 835‒849. 

7. Boukezzoula R., Coquin D. Interval-Valued Fuzzy 
Regression: Philosophical and Methodological  
Issues // Appl Soft Comput. 2021. Vol. 103.  
P. 107145. 

8. Hose D., Hanss M. Fuzzy Linear Least Squares  
for the Identification of Possibilistic Regression  
Models // Fuzzy Sets and Systems. 2019. Vol. 367. 
P. 82‒95. 

9. Chen L.-H., Nien S.-H. Mathematical Programming 
Approach to Formulate Intuitionistic Fuzzy Regres-
sion Model Based on Least Absolute Deviations // 
Fuzzy Optim Decis Making. 2020. Vol. 19, Is. 2.  
P. 191–210. 

10. Noskov S. I. Tekhnologiia modelirovaniia obektov 
s nestabilnym funktsionirovaniem i neopredelennos-
tiu v dannykh. Irkutsk : Oblinformpechat, 1996.  
320 p. (In Russian).  

11. Noskov S. I., Khonyakov A. A. Piecewise Linear 
Regression Models of Passenger Transportation 
Volumes by Railway // Models, Systems, Networks 
in Economics, Technology, Nature and Society. 
2021. No. 4. P. 80‒89. (In Russian). 

12. Noskov S. I. Construction of a Piece-Linear Auto-
regression Model of an Arbitrary Order // Yugra 
State University Bulletin. 2022. No. 2. P. 89‒94.  
(In Russian). 



 

Вестник кибернетики. 2022. № 4 (48) 

Proceedings in Cybernetics. 2022. No. 4 (48) 

 

 

© Базилевский М. П., 2022 

Бесчастнов Ю. Н., Томащук К. К., 2022  76 

13. Носков С. И. Построение кусочно-линейной ре-
грессии с интервальной неопределенностью в дан-
ных для зависимой переменной // Вестник кибер-
нетики. 2022. № 2. С. 61–65. 

14. Базилевский М. П. МНК-оценивание параметров 

специфицированных на основе функций Леонть-

ева двухфакторных моделей регрессии // Юж.-

Сиб. науч. вестн. 2019. № 2. С. 66–70. 

15. Базилевский М. П. Оценивание линейно-неэле-

ментарных регрессионных моделей с помощью 

метода наименьших квадратов // Моделирова-

ние, оптимизация и информационные техноло-

гии. 2020. Т. 8, № 4. DOI 10.26102/2310-6018/ 

2020.31.4.026. 

16. Базилевский М. П. Отбор информативных опе-

раций при построении линейно-неэлементарных 

регрессионных моделей // International Journal  

of Open Information Technologies. 2021. Т. 9, № 5. 

С. 30–35. 

17. Базилевский М. П. Метод построения неэлемен-

тарных линейных регрессий на основе аппарата 

математического программирования // Про-

блемы управления. 2022. № 4. С. 3–14. 

13. Noskov S. I. Constructing a Data-Driven Piecewise 
Linear Regression with Interval Uncertainty for the 
Dependent Variable // Proceedings in Cybernetics. 
2022. No. 2. P. 61‒65. (In Russian). 

14. Bazilevsky M. P. OLS-Estimation of Two-Factor 

Regression Models Specified on Leontiev Functions // 

South-Siberian Scientific Bulletin. 2019. No. 2.  

P. 66‒70. (In Russian). 

15. Bazilevsky M. P. Estimation Linear Non-Elemen-

tary Regression Models Using Ordinary Least 

Squares // Modeling, Optimization and Information 

Technology. 2020. Vol. 8, No. 4. DOI 10.26102/ 

2310-6018/2020.31.4.026. (In Russian). 

16. Bazilevsky M. P. Election of Informative Opera-

tions in the Construction of Linear Non-Elementary  

Regression Models // International Journal of Open 

Information Technologies. 2021. Vol. 9, No. 5.  

P. 30‒35. (In Russian). 

17. Bazilevsky M. P. A Method for Constructing Non-

elementary Linear Regressions Based on Mathemat-

ical Programming // Control Sciences. 2022. No. 4. 

P. 3‒14. (In Russian). 

   

Информация об авторе 

 

М. П. Базилевский – кандидат технических наук, 

доцент. 

 Information about the author 

 

M. P. Bazilevsky – Candidate of Sciences (Enginee-

ring), Associate Professor. 

 



Золотарева Н. С. 

Обзор методов и оценка сложности алгоритмов операций сравнения в модулярной арифметике  

и перевода из модулярной системы в позиционную систему счисления  

 

 

© Золотарева Н. С., 2022 

Бесчастнов Ю. Н., Томащук К. К., 2022  77 

Научная статья 
УДК 519.6+004.43 
doi: 10.34822/1999-7604-2022-4-77-90 

 
ОБЗОР МЕТОДОВ И ОЦЕНКА СЛОЖНОСТИ АЛГОРИТМОВ ОПЕРАЦИЙ 

СРАВНЕНИЯ В МОДУЛЯРНОЙ АРИФМЕТИКЕ И ПЕРЕВОДА 

ИЗ МОДУЛЯРНОЙ СИСТЕМЫ В ПОЗИЦИОННУЮ СИСТЕМУ СЧИСЛЕНИЯ 
 

Наталья Сергеевна Золотарева 
Сургутский государственный университет, Сургут, Россия 
zolotareva_ns@surgu.ru, https://orcid.org/0000-0001-9751-4232 

 
Аннотация. Изложено математическое описание методов выполнения немодульных операций 

в модулярной арифметике: перевод из модулярной системы счисления в позиционную систему счис-
ления и операции сравнения в модулярной системе счисления. Разработана программа на языке Python, 
моделирующая выполнение алгоритмов на электронно-вычислительной машине. Приведены примеры 
и представлены результаты работы алгоритмов. Выполнены оценки сложности алгоритмов для их 
сравнения и выявления оптимальных. 

Ключевые слова: модулярная арифметика, модульные операции, немодульные операции, срав-
нение чисел, Китайская теорема об остатках, ранг числа, сложность алгоритмов, математическое мо-
делирование 

 
Для цитирования: Золотарева Н. С. Обзор методов и оценка сложности алгоритмов опера-

ций сравнения в модулярной арифметике и перевода из модулярной системы в позиционную систему 
счисления // Вестник кибернетики. 2022. № 4 (48). С. 77–90. DOI 10.34822/1999-7604-2022-4-77-90. 

 

Original article 
 

METHODS REVIEW AND COMPLEXITY ESTIMATION OF THE ALGORITHMS 

FOR COMPARISON OPERATIONS IN MODULAR ARITHMETIC 
AND TRANSFER OPERATIONS FROM A MODULAR NUMBER SYSTEM 

TO A POSITIONAL NUMBER SYSTEM 

 
Natalya S. Zolotareva 
Surgut State University, Surgut, Russia 
zolotareva_ns@surgu.ru, https://orcid.org/0000-0001-9751-4232 

 
Abstract. The article presents a mathematical description of methods for performing non-modular oper-

ations in modular arithmetic, such as transfer operations from a modular number system to a positional number 
system and comparison operations in a modular number system. A program for simulating algorithms on a com-
puter was developed in Python. The study provides examples and results of the algorithms’ performance.  
The algorithms’ complexity is estimated in order to compare them and determine the most effective one. 

Keywords: modular arithmetic, modular operations, non-modular operations, number comparison, 
Chinese remainder theorem, number rank, complexity of algorithms, mathematical modeling 

 
For citation: Zolotareva N. S. Methods Review and Complexity Estimation of the Algorithms for Com-

parison Operations in Modular Arithmetic and Transfer Operations from a Modular Number System to a 
Positional Number System // Proceedings in Cybernetics. 2022. No. 4 (48). P. 77‒90. DOI 10.34822/1999-
7604-2022-4-77-90. 

 

ВВЕДЕНИЕ 

Существует метод выполнения арифмети-
ческих операций над большими целыми чис-

лами, который основан на положениях тео-
рии чисел. Идея этого метода состоит в том, 
чтобы оперировать не непосредственно чис-
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лом A, а его остатками или вычетами 

1 1α (mod )A p , 
2 2α (mod )A p , …, αn   

(mod )nA p , где p1, p2, …, pn – модули,  

не содержащие общих делителей (взаимно-
простых). Множество чисел, над которыми 
можно выполнять операции модулярной 

арифметики, – это 
1 2 ... nP p p p     (произве-

дение модулей), вычеты определяются  

как α , 1, 2, ..., ,i i

i i

A A
A p i n

p p

   
     

   
 – целая 

часть меньшая или равная числу. Любое це-
лое положительное число A из диапазона P 
можно представить в виде набора остатков от 
деления этого числа на выбранные основания 

системы, то есть 
1 2(α , α , ..., α )nA   [1]. 

Рассматривая вычисления в модулярной 
арифметике, все операции можно разбить на 
две группы: модульные и немодульные. 

Операции сложения, вычитания и умноже-
ния в модулярной арифметике относятся  
к модульным. Это операции, в которых дей-
ствия над числами можно проводить незави-
симо в параллельных каналах [2]. На компью-
тере с параллельным выполнением операций 
применение модулярной арифметики дает 
значительное преимущество в скорости для 
модульных операций. Операции, связанные  
с разными модулями, могут выполняться од-
новременно, и возникает повышение скоро-
сти их выполнения.  

Преимущество представления чисел в мо-
дулярной системе счисления заключается  
в том, что операции сложения, вычитания  
и умножения выполняются достаточно просто: 

 

1 2 1 2

1 1 1

(α , α , ..., α ) (β , β , ..., β )

((α β )mod , ..., (α β )mod ),

n n

n n np p

 

  
 

1 2 1 2

1 1 1

(α , α , ..., α ) (β , β , ..., β )

((α β )mod , ..., (α β )mod ),

n n

n n np p

 

  
 

1 2 1 2

1 1 1

(α , α , ..., α ) (β , β , ..., β )

((α β )mod , ..., (α β )mod ).

n n

n n np p

 

  
 

(1) 

 

Если при выполнении операции вычитания 
получен результат положительный, то опера-
ция выполняется вычитанием соответствую-
щих цифр разряда, а если результат отрица-
тельный, то берется ее дополнение к основа-
нию [1].  

Основной недостаток представления чисел 

в модулярной системе счисления состоит  

в том, что непросто проверить, является ли 

1 2(α , α , ..., α )n
 большим, чем 

1 2(β , β , ..., β )n
. 

Трудно установить возникновение перепол-

нения в результате выполнения операций сло-

жения, вычитания и умножения, сложно вы-

полнять операцию деления. Возникает необ-

ходимость выполнения немодульных опера-

ций, которые являются медленными, что вы-

зывает определенные трудности. 

Немодульные операции – это операции,  

в которых необходимо знать информацию 

обо всем числе и приходится восстанавливать 

позиционное представление числа. К немо-

дульным операциям модулярной арифметики 

можно отнести следующие: перевод числа из 

модулярной системы счисления в позицион-

ную, деление, вычисление позиционных харак-

теристик (след, ядро, ранг и др.), расширение 

системы оснований, сравнение чисел, масшта-

бирование чисел и др. [2–6]. 

 
МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 

К настоящему времени разработаны и про-

должают разрабатывать алгоритмы выполне-

ния перечисленных операций. Однако, не-

смотря на многочисленное количество работ 

в этой области [3, 6–12], еще остается много 

нерешенных вопросов. 

В работе сосредоточено внимание на осо-

бенностях выполнения сложных и неочевид-

ных алгоритмов. На первом этапе осуществ-

лен анализ различных методов и алгоритмов 

выполнения модульных и немодульных опе-

раций в модулярной системе счисления.  

Далее в работе излагается материал относи-

тельно следующих немодульных операций: 

перевод из модулярной системы счисления 

(МСС) в позиционную систему счисления 

(ПСС) и сравнение чисел в МСС. Для каждой 

операции было выбрано два метода. Приве-

дены их математическое описание и примеры 

расчета. На втором этапе были разработаны 

программы на языке Python, моделирующие 

выполнение алгоритмов на ЭВМ. На третьем 

этапе произведено сравнение алгоритмов 

между собой, а именно выполнена оценка 

сложности алгоритмов с целью выявления 

оптимальных. 
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Рассмотрим анализ существующих мето-

дов выполнения немодульных операций. 

1. Перевод из модулярной системы счис-
ления в позиционную систему счисления. 

Переход из модулярной системы счисления 
в позиционную систему счисления выполня-
ется с основанием, равным 10. То есть целое по-
ложительное число A представимо в виде: 

 
1 1

1 1 010 10 ... 10 ,n n

n nA a a a a

         
 

где ai – целые десятичные цифры в интервале 
[0, 9]. 

Операцию перевода чисел из модулярной 
системы счисления в позиционную можно 
считать одной из основных немодульных опе-
раций, так как определение величины числа 
необходимо для других немодульных опера-
ций: сравнение чисел по величине, определе-
ние знака и др. Эффективность выполнения 
этих операций будет напрямую зависеть от 
того, насколько эффективным будет метод 
определения величины числа. 

Существуют как традиционные (метод ор-
тогональных базисов, метод перевода  
в обобщенную позиционную систему счисле-
ния), так и новые методы перевода (интер-
вальные методы перевода) [3, 6, 7]. 

Метод ортогональных базисов.  
Основой метода ортогональных базисов 

является Китайская теорема об остатках 
(КТО) [7]. 

Теорема: Пусть p1, p2, …, pn – попарно вза-

имно простые числа, 
1 2 ... ,nP p p p     

1 2, , ..., ny y y  подобраны так, что 
i

i

P
y

p
  

1(mod ),ip  
0 1 αn

i i i

P
A y

p
  , 1, 2, ...,i n . То-

гда решение системы α (mod )i iA p , 

1, 2, ...,i n  будет иметь вид: 
 

0(mod ).A A P  (2) 
 

Пусть основания модулярной системы p1, 

p2, …, pn, 1 2 ... nP p p p     – мощность диапа-

зона модулярной системы. С выбором си-

стемы определяются ее основные константы – 

базисы 
1 2(β , β , ..., β )i i i niB  , i = 1, 2, …, n. За-

дача перевода числа 
1 2(α , α , ..., α )nA   в ПСС 

заключается в определении таких чисел Mi,  

i = 1, 2, …, n, чтобы 
1 .n

i i iA M B   Для одно-

значного определения Mi на базисы системы 

Bi накладывается ряд ограничений и показы-

вается, что таким свойством обладают ба-

зисы [13]: 
 

1 (1, 0, 0, ..., 0, 0)B  , 

2 (0,1, 0, ..., 0, 0)B  , 

… 

(0, 0, 0, ..., 0,1)nB  , 

(3) 

 

которые называют ортогональными. 

Тогда в случае ортогональных базисов 

α , 1, 2, ..., .i iM i n   Ортогональные базисы 

определяют по формуле: 
 

, 1, 2, ..., ,i
i i i

i

m P
B m P i n

p


     (4) 

 

где ,i

i

P
P

p
   

mi – целые положительные числа, кото-

рые называются весами базиса. Их опреде-

ляют из сравнений: 
 

1(mod ).i i iP m p   (5) 
 

Тогда, по КТО, число: 
 

1 2 1(α , α , ..., α ) α (mod ).n

n i i iA B P    (6) 
 

Таким образом, если найдены ортогональ-

ные базисы для системы оснований, то для 

перевода числа 
1 2(α , α , ..., α )nA   достаточно 

вычислить 
1α

n

i i iB  и ввести эту сумму в диа-

пазон [0; P) вычитанием величины, кратной 

P, т. е.: 
 

1 1| α | α ,n n

i i i P i i i AA B B r P       (7) 
 

где rA – ранг числа A, показывающий, сколько 

раз надо вычесть мощность диапазона P из 

полученного числа, чтобы вернуть его  

в диапазон [14]. 

Пример 1. Пусть дана система оснований 

p1 = 32765, p2 = 32767, p3 = 32768, p4 =  

= 32769, p5 = 32771. Мощность диапазона мо-

дулярной системы 
1 2 3 4 5P p p p p p        

37778931511113441116160.  Переведем число, 
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представленное в МСС A = (36, 4, 0, 4, 36),  

в ПСС. 

Вычислим ортогональные базисы. Для этого 

найдем величин Pi по формуле: 
 

,i

i

P
P

p
  (8) 

 

где P – диапазон модулярной системы, p1,  

p2, …, pn – основания. 
 

1

1

37778931511113441116160

32765

1153027056649273344,

P
P

p
  



 

2

2

37778931511113441116160

32765

1152956679314964480,

P
P

p
  



 

3

3

37778931511113441116160

32765

1152921493869428745,

P
P

p
  



 

4

4

37778931511113441116160

32765

1152886310571376640,

P
P

p
  



 

5

5

37778931511113441116160

32765

1152815950416936960.

P
P

p
  



 

 

Веса базисов вычислим по формуле (5). 

Для нашего случая: 
 

3115292149386948745 1(mod32768).m   
 

Вычислим m3 методом цепных дробей, со-

держащим этапы: 
 

3 3 31(mod )P m p   

3 1 3( 1) 1(mod ),n

nm F p     
(9) 

 

где 
10 0 1 1 20 1,..., ., n n n nF q F q q F q F F         

 

 
 

3

3

0 1 2 3 4

32768

1152921493869428845

, , , ,

0, 35184371761152, 36340,1, 8 ,

p

P

q q q q q

 

 



 

1
.

1
35184371761152

1
3640

1
1

8







 

 

Последним элементом является q4, и ин-

декс равен 4, следовательно, n = 4. 

Получим:  
 

3 1 1

4

4 1

3

( 1) 1(mod )

( 1) 1(mod32768)

1 1(mod32768)

1 3641 1(mod32768)

3641

n

nm F p

F

F





   

   

  

  



 

3 3 3 1 3 2 3 2 1

3 2 0 1 0 0 1( ( 1) ) 1

1(3640(0 35184371761152 1) 0)

0 35184371761152 1 3641

F q F F q F F

q q q q q q q

       

       

    

   

 

3

3

1152921493869428745 3641(mod32768),

3641(mod32768) 3641.

m

m

 

 
 

 

Аналогично вычисляются константы m1, 

m2, m4, m5: 
 

m1 = 9784, m2 = 30719, m4 = 2048, m5 = 1934. 
 

Определим ортогональные базисы по фор-

муле (4): 
 

1 1 1 9784 1153027056649273344

11281216722256490397696,

B m P    


 

2 2 2 30719 1152956679314964480

35417676231876393861120,

B m P    


 

3 3 3 3641 1152921493869428745

4197787159178590060545,

B m P    


 

4 4 4 9784 1152886310571376640

2361111164050179358720,

B m P    


 

5 5 5 19344 1152815950416936960

22300071744865228554240.

B m P    


 

 

Вычислим величину числа А согласно фор-

муле (6), зная, что A = (α1, α2, …, αn) =         

= (36, 4, 0, 4, 36): 
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1 1 2 2 3 3 4 4 5 5(α α α α α )

(mod ) (36 11281216722256490397696

4 35417676231876393861120

0 4197787159178590060545

4 2361111164050179358720

36 22300071744865228554240)

(mod37789315111134411

A B B B B B

P

          

   

  

  

  

  

 16160)

(406123802001233654317056

141670704927505575444480 0

9444444656200717434880

802802582815148227952640)

(mod3778931511113441116160)

1360041534400088175149056

(mod3778931511113441116160)

4



 

  

 

 

 

 

 

 294967296.
 

 

Получаем А = 4294967296. 

Метод перевода определения величины 

числа из МСС в обобщенную позиционную 

систему счисления (ОПСС). 

Пусть МСС задается основаниями p1, p2, 

…, pn, и А = (α1, α2, …, αn) – число в этой си-

стеме. Число в ОПСС задается кортежем 

 1 2, , ..., ,nx x x  основаниями системы явля-

ются следующие константы p1, p1p2, p1p2p3, …, 

p1p2 … pn – 1. Число X в ОПСС можно предста-

вить в виде: 
 

1 2 1 1 1 2 2

3 1 2 2 1 1

... ...

... ,

n n n nX x p p p x p p p

x p p x p x

    

   
 (10) 

где 
1

10 П ,k

k i ix p

   i = 1, 2, …, n – коэффи-

циенты ОПСС [6]. 

Очевидно, что диапазоны чисел, предста-

вимых в МСС и ОПСС, совпадают, имеется 

взаимно-однозначное соответствие между 

множеством представлений чисел в МСС 

и ОПСС. 

Равенство (10) можно переписать в виде: 
 

1 1 2 2 3

2 1 1

( ( ...

( ) ...)).n n n n

X x p x p x

p x p x  

    

 
 

 

Откуда следует, что цифры ОПСС могут 

быть получены из соотношений: 

 

1 1 1 1

1

,
x

x X p X X p
p

 
    

 
 

где 
1

1

x
X

p

 
  
 

, 

1
2 1 2 1 2 2

2

,
x

x X p X X p
p

 
    

 
 

где 1
2

2

x
X

p

 
  
 

, 

… 

1

1 1 ,
n

n n n n n n

n

x
x X p X X p

p



 

 
    

 
 

где 
1

.
n

n

n

x
X

p

 
  
 

 

(11) 

 

При определении цифр xi по формулам (11) 

все вычисления можно вести в МСС. 

Из (11) следует, что 
1

,i p
x X  то есть x1 – 

первая МСС цифра, или x1 = α1. Для получе-

ния x1 сперва X – x1 представим в остаточной 

коде. Очевидно, X – x1 делится на p1. Более 

того, p1 взаимно просто со всеми другими мо-

дулями. Следовательно, для нахождения 

цифры x2 может быть использована проце-

дура деления без остатка: 

2

1
2

1

.

p

X x
x

p


   

Таким путем с помощью вычитаний и деле-

ний в остаточной записи все цифры ОПСС 

могут быть получены. При этом 
 

1
1 ,

p
x X  

2

2

1

,

p

X
x

p

 
  
 

 

3

3

1 2

,

p

X
x

p p

 
  
 

 …, 

3

1 2 1

,
...

i

i
p

X
x

p p p 

 
  
  

 i > 1. 

 

Перевод, осуществляемый согласно алго-

ритму (11), содержит всего 
 1

2

n n 
 остаточ-

ные арифметические операции вычитания  

и деления без остатка, где n  – число модулей 

системы. Может быть предложена некоторая 

модификация рассмотренного алгоритма  
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в том плане, что операция деления заменяется 

операцией умножения. Для этого предвари-

тельно вычисляется 
 1

2

n n 
 констант   kjt , ко-

торые удовлетворяют условию: 
 

   1   ,  1 .kj k jt p mod p k j n     

 

Эти константы можно получить, напри-

мер, из расширенного алгоритма Евклида: 
 

   , 1kj k j k jt p p НОД p p    [15]. 

 

Здесь следует заметить тот факт, что кон-

станты kjt  полностью определяются к вы-

бранной системой основания, поэтому могут 

быть вычислены заранее и храниться в неко-

торой таблице.  

Если константы kjt  вычислены, то вычис-

ление цифр  ix ОПСС по алгоритму (11) мо-

жет быть переписано в виде [6]: 
 

 

 

 

 

1 1 1

2 2 1 12 2

3 3 1 13 2 23 3

1 1 2 1

1

  ,

( )   ,

(( ) )   ,

(( ( ) ) )

  .

n n n n

n n n

x mod p

x x t mod p

x x t x t mod p

x x t x x

t mod p







 





  

    

      



  

(12) 

 

Константы  kjt принято также записывать 

в виде: 
 

1

j

kj

k p

t
p

  (13) 

 

и называть обратными элементами по умно-

жению для чисел 
kp  по модулю .jp  

Пример 2. Пусть дана система оснований  

1 32765, p   
2 32767, p   

3 32768,p  4p   

32769,   
5 32771.p   Мощность диапазона 

модулярной системы 
1 2 3 4 5P p p p p p       

37778931511113441116160.  Переведем число, 

представленное в МСС  36,  4,  0,  4,  36 ,A    

в ПСС. 

Сначала найдем константы kjt , используя 

формулу (13): 
 

2

12

327671  

1 1
16383.

32765
p

t
p

    

 

Опишем, как вычислить 
32767

1

32765
.  

Эта запись равносильна  
1

 32767 .
32765

mod  

Введем следующее обозначение: 
 

1

1
,x

p
  

 1 21   .p x mod p   

 

То есть 
1 1 .p x m   

Тогда: 
 

1
.

32765
x  

 

Вычислим сравнение:  
 

 32765 1  32767 .x mod   

 

Здесь можно воспользоваться алгоритмом 

цепных дробей: 
 

1
1

1
16382

2





 

   0 1 2

32767
,  , 1,1  6382, 2 .

32765
q q q   

 

2n  , так как 
2q  последний элемент. 

 

   

   

   

1 2

2

2 1

1

1 1

1 1  32767

1 1  32767 16383  32767

16383.

n

nx F modp

F mod

F mod mod





    

    

    



 

1 0 1 1 1 16382 1 16383.F q q        
 

Вернемся к нашему сравнению: 32765 x 

 1  32767 .mod  
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Подставим 16383x  : 
 

 32765 16383 1  32767 ,mod   

 536788995 1  32767 .mod  

 

Действительно, 536788995 1 32767.  
То есть: 
 

2

12

327671  

1 1
16383.

32765
p

t
p

    

 

Далее аналогично находим остальные кон-

станты :kjt  

 

12

32767

13

32768

14

32769

15

32771

1
16383; 

32765

1
21845; 

32765

1
8192; 

32765

1
27309;

32765

t

t

t

t

 

 

 

 

 

23

32768

24

32769

25

32771

1
32767; 

32767

1
16384; 

32767

1
24578;

32767

t

t

t

 

 

 

 

34

32769

35

32771

1
16384;

32768

1
  21847;

32768

t

t

 

 

 

45

32771

1
16385.

32769
t    

Константы kjt  запишем в виде матрицы 

:k j  
 

0 16383 21845 8192 27309

0 0 32767 16384 24578
.

0 0 0 16384 21847

0 0 0 0 16385

 
 
 
 
 
 

 

 

Далее найдем 
1 2 3 4,  ,  , x x x x  по формуле (12), 

зная, что: 
 

   1 2 3 4 5α ,  α , α ,  α , α 36,  4,  0,  4,  36 ;A    

1 2 3

4 5

32765,   32767,  32768, 

32769,  32771,

p p p

p p

  

 
 

   1 1 1α   36  32765 36,x mod p mod    

 

   

 

2 2 1 12 2( )  

4 36 16383  32767

524256  32767 16,

x x t mod p

mod

mod

   

   

  

 

 

    

 

3 3 1 13 2 23 3((α ) )  

0 36 21845 16 32767 32768

25769148412  32768 4,

x x t x t mod p

mod

mod

     

     

  

 

 

   
   

4 4 1 14 2 24 3 34 4(((α ) ) ) ) )  

4 36 8192 16 16384 4 16384)

 32769 70373039210496  32769 0,

x x t x t x t mod p

mod mod

       

       

   

 

 

     
 

 

5 5 1 15 2 25 3 35 4 45

5

((( ) ) ) ) ) )

  36 36 27309 16 24578 4

21847) 0) 16385)  32771

140769703034940   32771 0.

x x t x t x t x t

mod p

mod

mod

         

       

   

  

 

 

Запишем результат в виде табл. 1. 

 

Таблица 1 

Промежуточные вычисления метода перевода  

в обобщенную позиционную систему счисления 
 

Операции 
Модули Цифры 

ОПСС p1 = 32765 p1 = 32767 p1 = 32768 p1 = 32769 p1 = 32771 

A  
  

1x  

 36  
 
 36  

 4  
 
 36  

 0  
 
 36  

 4  
 
 36  

36  
 
 36  

 

1 36x   
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Окончание табл. 1 

Операции 
Модули Цифры 

ОПСС p1 = 32765 p1 = 32767 p1 = 32768 p1 = 32769 p1 = 32771 

1A x  

  

1 jt  

0  

32735  

 

16383  

32732  

 

21845  

32737  

 

8192  

0  

 

27309  
 

1A  

  

2x  

 

1 6 

 

16  

12  
 

16  

8  

 

16  

0  

 

16  
2 16x   

1 2A x  

  

2 jt  

 0  

32764  

 

32767  

32761  

 

16384  

32755  

 

24578  
 

2A  

  

3x  

  
4  
 

4  

4  
 

4  

4  
 

4  
3 4x   

2 3A x  

  

3 jt  

  0  

0  

 

16384  

0  

 

21847  
 

3A  

  

4x  

   

0  

 

0  

0  

 

0  
4 0x   

3 4A ax  

  

4 jt  

   0  

0  

 

16385  
 

4A      0  5 0x   

Примечание: составлено автором на основании данных, полученных в исследовании. 
 

Применяя формулу (10), получим: 
 

5 1 2 3 4 4 1 2 3 3 1 2 2 1 1                     

0 32765 32767 32768 32769 0 32765 32767

32768 4 32765 32767 16 32765 36

0 0 4294443020 524240 36 42944967296.

X x p p p p x p p p x p p x p x     

        

       

     

 

 

2. Сравнение чисел в МСС. 

Исследование и совершенствование суще-

ствующих, а также разработка новых методов 

и алгоритмов реализации немодульной опера-

ции сравнения данных, представленных в мо-

дулярной арифметике, является важной и ак-

туальной задачей [8–12]. Операция сравнения 

чисел широко используется при реализации 

большинства алгоритмов. Можно заметить, 

что в модулярной арифметике имеется три 

группы методов сравнения [8–10]. К первой 

группе относятся методы, основанные на пре-

образовании чисел из модулярной системы 

счисления в позиционную, далее выполнятся  

 

сравнение полученных чисел. Ко второй 

группе относятся методы, основанные на при-

менении понятия нулевизации [3]. К третьей 

группе относятся методы, основанные на ис-

пользовании позиционных характеристик. 

Метод, основанный на переводе из чисел 

из МСС в ПСС. 

Для перевода числа из МСС в ППС исполь-

зуется стандартное восстановление с помо-

щью КТО [3], которую можно записать фор-

мулой: 
 

1

1
i

n

i i i
p

i P

X P x P



   , (14) 

 

где i

i

P
P

p
 , а 1

i
i

p
P  – мультипликативная ин-

версия 
iP  по модулю 

ip . 

Рассмотрим пример восстановления числа 

по формуле (14) и сравнения чисел. 
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Пример 3. Пусть задана МСС 

1 2 3 432765,   32767,  32768,  32769,p p p p     

и 
5  32771p   числа  36,  4,  0,  4,  36X  , 

 9, 1,  0, 1  ,  9 .Y   Мощность диапазона модулярной 

системы счисления равна 
1 2 3 4 5P p p p p p       

37778931511113441116160.  Сравним числа 

X  и Y . 

Применяя формулы (8) и (5), вычислим 

, .i iP m  

Из примера 1 
1 2 3 4 5 1 2 3,  ,   ,   , ,  ,   ,   , P P P P P m m m  

4 5,  ,m m  соответственно, равны: 
 

1 1153027056649273344,P   

2 1152956679314964480,P   

3 1152921493869428745,P   

4 1152886310571376640,P   

5 1152815950416936960,P   

1 9784,m   2 30719,m   3 3641,m   

4 2048,m   5 19344.m   
 

Применяя формулу (14), найдем значение 

чисел X  и Y : 
 

37778931511113441116160

1153027056649273344 36 9784

1152956679314964480 4 30719

1152921493869428745 0 3641

1152886310571376640 4 2048

1152815950416936960 36 19344

406123802001233654317056

14167

X

  

   

     

   

  






37778931511113441116160

37778931511113441116160

0704927505575444480

9444444656200717434880

802802582815148227952640

1360041534400088175149056

4294967296.














 

37778931511113441116160

1153027056649273344 9 9784

1152956679314964480 1 30719

1152921493869428745 0 3641

1152886310571376640 1 2048

1152815950416936960 9 19344

101530950500308413579264

3541767

Y

  

   

     

   

  






37778931511113441116160

37778931511113441116160

6231876393861120

2361111164050179358720

200700645703787056988160

340010383600022043787264

1073741824.














 

 

Так как 4294967296 1073741824 , значит 

X Y . 

Метод с использованием позиционных 

характеристик. 
Отличным от вышеизложенного метода 

сравнения чисел является метод на основе ис-
пользования минимальной функции ядра 
Акушского [10]. 

Была предложена аналитическая функция 

для вычисления Pirlo  функции: 
 

  **

1

,

n

n

i i

i P

Pi X k x


   (15) 

 

где 

1

** i
i i

p

i

n

P P
k

p

 
 . 

Так как функция Pirlo  является моно-
тонно возрастающей, то она может быть ис-
пользована для сравнения чисел, т. е. если 

   Pi X Pi Y , то X Y . Однако возможны 

случаи, когда    Pi X Pi Y , и в этом случае 

X Y , когда 
n nx y . 

Пример 4. Пусть задана МСС

1 2 3 4  32765,   32767,  32768,  32769,p p p p     

5  32771p   и числа  36,  4,  0,  4,  36X  ,

   9, 1,  0, 1  ,  9 .Y   Мощность диапазона мо- 

дулярной системы счисления равна  P 

1 2 3 4 5  37778931511113441116160.p p p p p      

Сравним числа X  и Y . 
Вычислим значения: 
 

5 1152815950416936960,P 

1

1

1 1
**

1

5

9784 1153027056649273344

32771

344243896196530176,

p
P P

k
p

  
  



 

2

1

2 2
**

2

5

30719 1152956679314964480

32771

1080762754626846720,

p
P P

k
p

  
  



 

3

1

3 3
**

3

5

3641 1152921493869428745

32771

128094570174196395,

p
P P

k
p

  
  



 

4

1

4 4
**

4

5

2048 1152886310571376640

32771

72048798146232320,

p
P P

k
p
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5

1

5 5
**

5

5

19344 1152815950416936960

32771

680481881690068309.

p
P P

k
p

  
  



 

 

Найдем значение функции Pirlo  для чисел 

X  и Y  по формуле (15): 
 

 

1152815950416936960

344243896196530176 36

1080762754626846720 4

128094570174196395 0

72048798146232320 4

680481881690068309 36

12392780263075086336

4323051018507386880

288195192584929280

24

Pi X

 

  

    

  

 



 

 


1152815950416936960

1152815950416936960

497347740842459124

41501374215009861620 131060



 

 

 

1152815950416936960

344243896196530176 9

1080762754626846720 1

128094570174196395 0

72048798146232320 1

680481881690068309 9

3098195065768771584

1080762754626846720

72048798146232320

61243369

Pi Y

 

  

   

  

 



 

 

1152815950416936960

1152815950416936960

35210614781

10375343553752465405 32765



 

 

 

и поскольку    Pi X Pi Y , то .X Y  

 
РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ 

На втором этапе на высокоуровневом языке 
программирования Python были разработаны 
алгоритмы выполнения рассмотренных немо-
дульных операций. Приведем фрагменты алго-
ритмов и результаты расчетов (рис. 1, 2). 

 

 
 

Рис. 1. Результаты расчетов по алгоритму  

«Перевод из модулярной системы счисления в позиционную систему счисления» 
Примечание: составлено автором на основании данных, полученных в исследовании. 

 

 
 

Рис. 2. Результаты расчетов по алгоритму «Сравнение чисел в МСС» 
Примечание: составлено автором на основании данных, полученных в исследовании. 
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Сравнив математическое описание и ре-

зультаты расчетов по разработанным алго-

ритмам, убеждаемся в совпадении результа-

тов, что свидетельствует о корректности вы-

числений. Сравнение проводилось с примене-

нием процесса математического моделирова-

ния. Объектом моделирования являются ме-

тоды выполнения операций перевода и срав-

нения чисел в МСС. В качестве математиче-

ской модели выступает совокупность матема-

тических формул и отношений между ними, 

которая адекватно отражает концепцию рас-

сматриваемых методов. Процесс математиче-

ского моделирования можно представить в 

виде следующих этапов: исследование объ-

екта моделирования, постановка задачи, ана-

лиз, выбор методов, поиск решения, разра-

ботка алгоритма решения, проверка, т. е. со-

ответствие результатов математической мо-

дели и разработанных алгоритмов, практиче-

ское использование и анализ результатов мо-

делирования. 

Выполнена оценка сложности разработан-

ных алгоритмов. При оценке вычислительной 

сложности алгоритмов используют два под-

хода: временная вычислительная сложность и 

асимптотическая вычислительная сложность. 

Определение: вычислительная сложность 

(алгоритмическая сложность) – функция за-

висимости объема работы алгоритма от раз-

мера обрабатываемых данных. 

Вычислительная сложность отвечает на 

центральный вопрос при разработке алгорит-

мов: как изменится время исполнения 

и объем занятой памяти в зависимости от раз-

мера входных данных. 

Определение: временная сложность алго-

ритма – это функция от размера входных дан-

ных, равная количеству элементарных опера-

ций, выполняемых алгоритмом для решения 

экземпляра задачи указанного размера. 
Вычислительная сложность – это количе-

ственная оценка ресурсов, затрачиваемых ал-
горитмом. Вычислительная сложность явля-
ется более общим термином, чем временная 
сложность, поскольку процессорное время – 
это не единственный ресурс, который необхо-
дим для выполнения алгоритма. Временная 
сложность – это количество времени, необхо-
димое на выполнение алгоритма. Другим ре-
сурсом является память, т. е. пространствен-
ная сложность – количество памяти, которое 
требуется для выполнения алгоритма.  

Определение: асимптотическая сложность – 
оценка сложности алгоритма с использова-
нием предельного перехода при стремлении к 
бесконечности размерности входных данных. 

Для обозначения оценки сложности алго-

ритмов используется  O -нотация, которая 
определяет характеристики функции, показы-
вающей, как изменяется вычислительная 
сложность алгоритма при изменении количе-
ства входных данных в худшем случае. 

Введем обозначения:  O n  – оценка коли-

чества операций, где n  – это количество моду-

лярных оснований на входе алгоритма ( m  – 
максимальное основание МСС). В работе ко-

личество модулярных оснований равно 5 , 

т. е. 5n  , максимальное основание МСС 

32771m  . 
Поясним на примере операции перевода из 

модулярной в позиционную систему счисле-
ния методом ортогональных базисов, как про-
изводится оценка параметров в строках и 
столбцах табл. 2. Алгоритм метода представ-
лен на рис. 3. 

 

Таблица 2 

Оценка сложности методов выполнения немодульных операций в МСС 
 

Перевод из модулярной системы счисления в позиционную систему счисления 

Модулярные основания 1 2 3 4 532765,   32767,  32768,  32769,  32771p p p p p      

Метод ортогональных базисов 

Количество модуляр-

ных оснований n  
Операции 

Оценка  

количества 

Общая слож-

ность метода 

5  
Умножение  O n  

2( )O n  
Сложение  O n  
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Окончание табл. 2 
Количество модуляр-

ных оснований n  
Операции 

Оценка  

количества 

Общая слож-

ность метода 

Метод перевода в обобщенную позиционную систему счисления 

5  

Вычисление мультипликативной инверсии 

2( )O n  сложностью 

  2logO m  

 2 2( ·log )O n m  Деление по модулю  2( )O n  

Умножение 2( )O n  

Сложение 2( )O n  

Сравнение чисел в МСС 

Модулярные основания 1 2 3 4 532765,   32767,  32768,  32769,  32771p p p p p      

Метод, основанный на переводе чисел из МСС в ПСС 

5  
Умножение  O n  

2( )O n  
Сложение  O n  

Метод с использованием позиционных характеристик 

5  

Вычисление мультипликативной инверсии 
 O n  сложностью 

  2logO m  

  2·O n log m  

Деление по модулю  O n  

Умножение  O n  

Сложение  O n  

Деление по модулю 2( )O n  

Умножение 2( )O n  

Сложение 2( )O n  

Примечание: составлено автором на основании данных, полученных в исследовании. 

 

 
 

Рис. 3. Алгоритм перевода из МСС в ПСС методом ортогональных базисов 
Примечание: составлено автором на основании данных, полученных в исследовании. 

 

В строке for i, pp in enumerate (self.rns.basis) 
имеем цикл размера n .  

В строке b = m * pp имеем одно умножение. 
В строке res += b * self.residues[i] имеем одно 

умножение и сложение, но поскольку res в об-
щем случае большое число, то сложность этого 
сложения тоже составляет n . В итоге получаем 

общую сложность метода 2( )O n . 

 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Рассмотрены алгоритмы перевода чисел из 

модулярной системы счисления в позицион-
ную систему счисления, а также алгоритмы 

сравнения чисел в модулярной системе счисле-
ния. Алгоритмы используют произвольные 
наборы модулей, обеспечивающих вычисления 
в большом динамическом диапазоне. В каче-
стве примера набора оснований МСС были  

выбраны числа 
1 232765,   32767, p p   

3  p 

432768,  32769, p   
5 32771p   с мощностью 

диапазона: 
 

  37778931511113441116160.P   
 

Вычислительный диапазон близок к зна-
чению: 



Золотарева Н. С. 

Обзор методов и оценка сложности алгоритмов операций сравнения в модулярной арифметике  

и перевода из модулярной системы в позиционную систему счисления  
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752 37778931862957161709568.  
 

Для интерпретации результатов исследова-
ния на практике взяты числа 

 

 322 4294967296 36,  4,  0,  4,  36A    , 

 302 1073741824 9, 1,  0, 1, 9B    . 

 

Анализируя операцию перевода из МСС 
в ПСС и сравнивая методы ортогональных ба-
зисов и перевода в ОПСС, отметим, что недо-
статком первого метода является то, что необ-
ходимо выполнять операции с большими чис-

лами . iB Операции сложения и умножения 

нужно выполнять в ПСС, и если полученный 
результат выходит за пределы вычислитель-
ного диапазона МСС, то необходимо вычис-

лять ранг числа. Преимуществом второго ме-
тода является выполнение большинства парал-
лельных вычислений в МСС. Оценивая слож-
ности алгоритмов, получим, что метод ортого-
нальных базисов имеет меньшую сложность. 

Рассматривая сравнения чисел в МСС, 
в частности метод, основанный на переводе чи-
сел из МСС в ПСС, и метод с использованием 
позиционных характеристик, в первом случае 
учитывается вычислительная сложность полу-

чения остатка от деления на большое число ,P  

во втором – функция Pirlo  проигрывает КТО, 
так как требует дополнительных сравнений 
числа. Первый метод является более эффектив-
ным и имеет меньшую асимптотическую вы-
числительную сложность. 
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