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Научная статья
УДК 004.457
https://doi.org/10.35266/1999-7604-2025-1-1

Программное обеспечение для записи экрана рабочего стола

Дмитрий Константинович Берестин*, Сергей Григорьевич Еловой
Сургутский государственный университет, Сургут, Россия

Аннотация. В данной статье представлено программное обеспечение для записи звука и видео с ис-
пользованием библиотек NAudio и Accord.NET. Программа разработана на платформе Visual Studio 
2022 с применением языка программирования C# WPF. Основной целью работы было создание до-
ступного и эффективного инструмента для записи экрана рабочего стола компьютера. Методология ис-
следования включала анализ технических аспектов разработки программного обеспечения и экспери-
ментальное тестирование разработанной системы. Результаты показали, что система обладает простым 
интерфейсом, гибкими настройками и обеспечивает высокое качество записи звука и видео. Подход 
программы к выбору дисплея для записи и захвату экрана рабочего стола является уникальным и обе-
спечивает гибкость пользовательских возможностей.

Ключевые слова: запись звука, запись видео, архитектура приложения

Для цитирования: Берестин Д. К., Еловой С. Г. Программное обеспечение для записи экрана рабо-
чего стола // Вестник кибернетики. 2025. Т. 24, № 1. С. 6–10. https://doi.org/10.35266/1999-7604-2025-1-1.

Original article

Software for desktop screen recording

Dmitry K. Berestin*, Sergey G. Elovoy
Surgut State University, Surgut, Russia

Abstract. This article presents software for recording audio and video using the NAudio and Accord.NET 
libraries. The program is developed on the Visual Studio 2022 platform using the C# WPF programming lan-
guage. The main objective of the work is to create an accessible and efficient tool for recording the computer 
desktop screen. The research methodology includes an analysis of the technical aspects of software develop-
ment and experimental testing of the developed system. The results reveal that our system has a simple inter-
face, flexible settings, and provides high-quality audio and video recording. In its approach to selecting a dis-
play for recording and capturing the desktop screen, the program is unique and provides flexible user options.

Keywords: sound recording, video recording, application architecture

For citation: Berestin D. K., Elovoy S. G. Software for desktop screen recording. Proceedings in 
Cybernetics. 2025;24(1):6–10. https://doi.org/10.35266/1999-7604-2025-1-1.

ВВЕДЕНИЕ
В современном информационном обще-

стве, где визуальные и мультимедийные ма-
териалы занимают все более важное место, 
создание и обмен видеоконтентом становятся 
неотъемлемой частью нашей повседневной 

жизни. От обучения и демонстрации рабочих 
процессов до создания обучающих видеоуро-
ков и игрового стриминга запись экрана рабо-
чего стола является необходимой задачей.

В данной статье представлено программ-
ное обеспечение, разработанное на плат-
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форме Visual Studio 2022 с использованием 
фреймворка C# WPF, которое предназначе-
но для удовлетворения этой потребности. 
Данное программное обеспечение спроек-
тировано таким образом, чтобы оно могло 
быть доступно и использовано широким 
кругом пользователей, включая как опыт-
ных специалистов, так и тех, кто только на-
чинает свой путь в мире записи экрана. При 
этом основным преимуществом является 
легкость использования и доступность для 
всех [1].

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
При разработке программного обеспечения 

выбор пал на библиотеки NAudio и Accord, 
предназначенные для записи звука и видео. 
Работа с библиотекой NAudio по своей сути 
проста. Для того чтобы начать запись звука 
с использованием NAudio, первым шагом яв-
ляется создание объекта WaveInEvent, кото-
рый предоставляет доступ к звуковому вводу. 
Пример инициализации объекта WaveInEvent 
и начала записи звука представлен ниже 
и в источниках [2, 3]:
// Инициализация объекта для 
записи звука 
private WaveInEvent waveIn;
// Метод для начала записи 
звука
private void StartAudioRecord-
ing()
{
waveIn = new WaveInEvent();
waveIn.DataAvailable += 
WaveIn_DataAvailable;

// Настройка формата звука 
(частота дискретизации, бит-
ность и т.д.)
waveIn.WaveFormat = new Wave-
Format(44100,WaveInEvent.Get-
Capabilities(0).Channels);

// Начало записи звука
waveIn.StartRecording();
    }

Для записи данных звукового ввода, не-
обходимо обработать событие DataAvailable, 
которое возникает при поступлении новых 
аудиоданных. Пример обработки этого со-
бытия:
private void WaveIn_Data-
Available(object sender, 
WaveInEventArgs e)
        {
            writer?.Write(e.
Buffer, 0, e.BytesRecorded);
  }

Библиотека Accord.NET обеспечивает воз-
можность записи видео. Для начала записи 
видео создается объект VideoFileWriter и про-
изводится его настройка. Пример кода иници-
ализации и начала записи видео представлен 
в источниках [4, 5]:
// Инициализация объекта для 
записи видео
private VideoFileWriter vide-
oWriter;

// Метод для начала записи 
видео
private void StartAudioRecord-
ing()
{
// Настройка параметров видео 
(ширина, высота, кол-во 
кадров)
   int width = 1920;
   int height = 1080;
   int fps = 30;
// Открытие файла для записи
   videoWriter.Open(Path.
Combine(savePath, fileName), 
width, height, fps, VideoCo-
dec.MPEG4, bitrate);
}

В коде выбор определенного дисплея осу-
ществляется с использованием библиотеки 
System.Windows.Forms.Screen, которая пре-
доставляет информацию о подключенных 
дисплеях. В данной реализации при выборе 
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дисплея для записи осуществляется захват 
рабочего стола выбранного монитора. Инфор-
мацию можно найти в источнике [6]:
//Получение списка доступных 
дисплеев
foreach (Screen screen in 
Screen.AllScreens)
{
   displayInfoList.Add(new 
DisplayInfo
   {
     DeviceName = screen.Devi-
ceName
DisplayName = “Дисплей “ + 
(displayInfoList.Count + 1)
   });
}
 
//Источник данных для ComboBox
DisplayBox.ItemsSource = dis-
playInfoList;
DisplayBox.DisplayMemberPath = 
“DisplayName”;
DisplayBox.SelectedValuePath = 
“ DeviceName”;

На рис. 1 представлен элемент комбини-
рованного списка, в котором будут хранить-
ся списки доступных дисплеев для захвата. 
Информацию о каждом дисплее, такую как 
имя устройства, будем хранить в пользова-
тельском классе DisplayInfo. В дальнейшем 
из пользовательского класса DisplayInfo 
этот список будет передаваться в комбини-
рованный список, который реализован с по-
мощью элемента ComboBox, из которого 
пользователь будет выбирать необходимый 
ему дисплей для захвата и записи инфор-
мации.

После того как пользователь выберет необ-
ходимый ему дисплей, при помощи элемен-
та комбинированного списка, происходит 
захват дисплея программой. Данный функ-
ционал реализован с использованием класса 
ScreenCaptureStream из библиотеки Accord.NET. 
Пример реализации кода представлен ниже [7]:
// Определение экрана для 
записи на основе выбранного 
имени
Screen selectedScreen = 
Screen.AllScreens.FirstOrDe-
fault(s => s.DeviceName == se-
lectedDeviceName);
if (selectedScreen != null)
{
// Запускаем захват рабочего 
стола выбранного дисплея
screenCapture = new Screen-
CaptureStream(selectedScreen.
Bounds, fps);
screenCapture.NewFrame += 
ScreenCapture_NewFrame;
screenCapture.Start();
}
В строковой переменной selectedDevice-

Name содержится имя выбранного дисплея. 
Далее с использованием класса ScreenCapture-
Stream происходит захват информации рабо-
чего стола с дисплея, который выбрал пользо-
ватель, после чего запускается процесс записи 
видео. Данный подход и интерфейс наиболее 
удобен в случае большого количества исполь-
зуемых экранов пользователем [8].

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ
Для записи с рабочего стола существует 

довольно обширный перечень программно-
го обеспечения. Разрабатываемую программу 
с предварительным названием MitRec срав-
нили с несколькими аналогичными програм-
мами, такими как OBS, Bandicam и Fraps. Для 
сравнения программного обеспечения между 
собой были выбраны следующие критерии: 
стоимость, объем готового файла, нагрузка 
на систему, наличие обновлений и совмести-
мость с операционными системами. Результа-
ты сравнения представлены в таблице.

 
Рис. 1. Интерфейс комбинированного списка при 

выборе дисплея
Примечание: составлено авторами.
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Разрабатываемый программный продукт 
для записи информации с рабочего стола бу-
дет предлагать следующие отличительные 
особенности: бесплатное использование, низ-
кая нагрузка на операционную систему, а так-
же планируется дальнейшее регулярное об-
новление программного обеспечения в виде 
расширения функций. В настоящее время 
разрабатываемая программа «MitRec» совме-
стима только с операционными системами 
семейства Windows, но в дальнейшем плани-
руется адаптировать разрабатываемое про-
граммное обеспечение и на других операци-
онных системах.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
При разработке программного обеспече-

ния для записи экрана рабочего стола были 
достигнуты следующие результаты: рассмо-
трены основные аспекты для записи звука 
и видео с использованием библиотек NAudio 
и Accord.NET. Alpha-версия программного 
продукта была разработана с использованием 
систем разработки Visual Studio 2022 и фрей-
мворка C# WPF, которая является одним 

из важных инструментов в сфере создания ви-
део контента, обучения, и демонстрации ра-
бочих процессов.

Одним из основных достоинств разрабо-
танной alpha-версии программного продук-
та являются его доступность, легкость ис-
пользования и возможность выбора нужного 
дисплея для записи, что делает его наиболее 
универсальным инструментом как для опыт-
ных пользователей, так и для новичков. Би-
блиотеки NAudio и Accord.NET позволяют 
достичь высокого качества записи звука и ви-
део. Использование языка программирования 
C# и платформы WPF необходимо для обе-
спечения простого и понятного интерфейса, 
а также для обеспечения простой архитекту-
ры приложения для дальнейшего расширения 
его функциональных возможностей.

Разработанная alpha-версия программного 
продукта представляет собой эффективный 
и простой инструмент для записи информации 
экрана рабочего стола компьютера, который 
может быть полезен в различных областях, та-
ких как обучение, демонстрация программно-
го обеспечения и игровая индустрия.

Таблица
Сравнение аналогов программного обеспечения

Критерии OBS Bandicam Fraps MitREC

Стоимость Бесплатно, 
открытый код

Платно 
(нельзя купить) Бесплатно Бесплатно, открытый 

код
Объем готового 

файла, Мб за 5 сек.
3,7 Мб 

(5 секунд)
3 Мб 

(5 секунд)
102 Мб 

(5 секунд)
2,90 Мб 

(5 секунд)
Нагрузка 

на систему Низкая Низкая Высокая Низкая

Обновления Постоянные 
обновления

Постоянные 
обновления

Больше 
не обновляется

Постоянные 
обновления

ОС Windows 11/10, 
macOS 11, Linux

Windows 11/10/8/7 
(64-bit)

Windows XP, 2003, 
Vista, and Windows 7 Windows 11/10

Примечание: составлено авторами.
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Триангуляция методом измельчения плоской области, заданной системой неравенств

Научная статья
УДК 519.688
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Триангуляция методом измельчения плоской области, заданной системой неравенств

Дмитрий Юрьевич Зорькин*, Ирина Александровна Тарасова,  
Наталья Владимировна Клячина
Волгоградский государственный технический университет, Волгоград, Россия

Аннотация. На текущий момент времени актуализируется интеграция компьютерных техноло-
гий практически во всех, как бытовых, так и профессиональных, сферах жизнедеятельности человека. 
В связи с этим происходит активное развитие новых средств и методов решения задач посредством ис-
пользования цифровых и информационных технологий. Одним из наиболее актуальных направлений 
развития является компьютерная геометрия. На текущий момент существует ряд задач, требующих 
решения в данной области, одной из которых является триангуляция методом измельчения плоской 
области, заданной системой неравенств. Основной целью представленной статьи является разработка 
и программная реализация алгоритма триангуляции, основанного на методе измельчения плоской об-
ласти, заданной системой неравенств. В результате работы проанализированы различные алгоритмы 
триангуляций, в том числе алгоритма измельчения плоской области, заданной системой неравенств. 
Проведен анализ схемы работы приложения, а также проанализированы способы его применения. Те-
оретическая значимость исследования заключается в изучении общих понятий, свойств и алгоритмов 
триангуляции. Практическая значимость исследования состоит в приведении программной реализации 
алгоритма измельчения плоской области. Результаты работы могут быть использованы в последую-
щих исследованиях, подразумевающих необходимость применения триангуляции методом измельче-
ния плоской области.

Ключевые слова: триангуляция, программная реализация, алгоритм, граф, измельчение плоской об-
ласти, система неравенств

Для цитирования: Зорькин Д. Ю., Тарасова И. А., Клячина Н. В. Триангуляция методом измельче-
ния плоской области, заданной системой неравенств // Вестник кибернетики. 2025. Т. 24, № 1. С. 11–18. 
https://doi.org/10.35266/1999-7604-2025-1-2.

Original article

Triangulation of plane domain by grinding method defined by system of inequalities

Dmitry Yu. Zorkin*, Irina A. Tarasova, Natalya V. Klyachina
Volgograd State Technical University, Volgograd, Russia

Abstract. The integration of computer technologies in all spheres of human life, casual and professional, 
is becoming more and more relevant at present. In this regard, rapid development of new means and methods 
of problem solving through the use of digital and information technologies occurs. One of the most topical 
spheres of development is computer geometry. Nowadays, there is a number of problems to be solved in this 
area, one of which is triangulation of plain domains by grinding, defined by a system of inequalities. The main 
purpose of the presented article is the development and software implementation of a triangulation algorithm 
based on the grinding method for a plain domain defined by a system of inequalities. This work analyzes 
various triangulation algorithms, including the algorithm of grinding of a plain domain defined by a system 
of inequalities. This work considers the application’s function scheme and its implementation. The theoretical 
significance of the study is the exploration of general concepts, properties, and algorithms of triangulation. 
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The practical significance of the study consists in giving a software implementation of the algorithm of plane 
domain grinding. Researchers can use the results of this work in subsequent studies that use triangulation for 
plane domain grinding.

Keywords: triangulation, software implementation, algorithm, graph, plane domain grinding, system of 
inequalities

For citation: Zorkin D. Yu., Tarasova I. A., Klyachina N. V. Triangulation of plane domain by grin-
ding method defined by system of inequalities. Proceedings in Cybernetics. 2025;24(1):11–18. https://doi.
org/10.35266/1999-7604-2025-1-2.

ВВЕДЕНИЕ
Основной целью статьи является разра-

ботка и программная реализация алгоритма 
триангуляции, основанного на методе измель-
чения плоской области, заданной системой 
неравенств. В рамках статьи решается ряд за-
дач, каждой из которых посвящены отдельные 
разделы работы – рассмотрение основных по-
нятий и определений триангуляции, а также 
выполнение разработки и тестирования про-
граммы на языке программирования Python 
с представлением визуальных примеров.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
Пусть имеется множество точек, которое 

изначально представляет собой набор вершин 
графа. Необходимо провести такие ребра, что-
бы все внутренние области графа образовы-
вали треугольники. Триангуляция представ-
ляет собой плоский граф, каждая внутренняя 
область которого является треугольником [1]. 
Также данный метод триангуляции применим 
для разбиения фигур в многомерных про-
странствах (рис. 1). Существует множество 
различных подходов и методов для разделе-
ния областей на треугольники [2].

Выпуклая триангуляция представляет со-
бой триангуляцию, в которой минимальный 
многоугольник, охватывающий все треуголь-
ники, является выпуклым.

Такая невыпуклая триангуляция называет-
ся невыпуклой [3].

Задачи построения триангуляции заключа-
ются в следующем: пусть задан такой набор 
точек, что, расположив его на плоскости, ка-
ждая точка будет иметь две координаты: (x, y). 
Нужно, чтобы эти точки были соединены та-
ким образом, чтобы в результате получилась 
триангуляция [4].

Перед тем как углубляться в подробное из-
учение метода измельчения, нужно рассмо-
треть основную суть алгоритма. Рассмотрим 
на примере произвольной области, ограни-
ченной кривыми. Для корректного выполне-
ния триангуляции области точки, находящи-
еся на границе триангуляции внутри области, 
должны смещаться к границам области с ис-
пользованием градиентного спуска по следу-
ющей формуле (1):

(x1, y1) = (x0, y0) + α * gradF(x0, y0), (1)

где α – сдвиг с определенным шагом;
(x0, y0) – начальные координаты точек;
gradF – градиентная функция;
F(x; y) – функция, зависящая от двух пере-

менных.
Точки (x1, y1) представляют собой новые 

координаты исходных точек (x0, y0) после их 
сдвига по заданной формуле.

Сдвиг выполняется для того, чтобы точки 
приблизились к границам области, не выходя 
за их пределы [5].

Рассмотрим алгоритм измельчения триан-
гуляционной области более подробно.Рис. 1. Вид триангуляции

Примечание: составлено авторами.
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Дано конечное множество точек {Pi} в пло-
скости R² и триангуляция T = {Tj}, где каж-
дый треугольник содержит три точки из {Pi}, 
а каждая точка является вершиной хотя бы 
одного треугольника. Обозначим минималь-
ный угол триангуляции как α(T). Объедине-
ние всех треугольников образует многоуголь-
ник. Пусть Ω – ограниченная область в R²; 
триангуляцией области Ω называется триан-
гуляция конечного набора точек в замыкании 
Ω. Треугольники с двумя или тремя вершина-
ми на границе ∂Ω называются граничными, 
остальные – внутренними [6].

Для построения треугольной сетки пред-
лагаем подход с одним проходом по верши-
нам: выбираем небольшое количество точек 
из Ω и строим начальную триангуляцию, за-
тем применяем процесс измельчения для по-
вышения точности. Качество триангуляции 
определяется минимальным синусом углов 
треугольников, что влияет на погрешность 
при вычислении функций и их производных. 
Алгоритм измельчения состоит из следую-
щих последовательных шагов [7]:

1. Зафиксируем натуральное число q.
2. Для каждого внутреннего треугольни-

ка Tk:
– выбираем одну из его вершин;
– делим стороны, выходящие из этой вер-

шины, на q равных отрезков;
– проводим через полученные точки пря-

мые, параллельные другим сторонам треу-
гольника;

– в результате треугольник Tk разбивается 
на q² подобных треугольников.

При таком разбиении минимальный угол 
новой триангуляции остается равным (рис. 2) 
α(T), обеспечивая высокое качество сетки 
и более точное приближение границы области.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ
Отдельно рассмотрим программную реа-

лизацию алгоритма измельчения.
Данная программа выполняет триангуля-

цию области, ограниченной функциями F1(x) 
и G1(x), измельчение треугольников и приме-
нение градиентного спуска к крайним точкам 
триангуляции.

В качестве примеров, рассмотрим области, 
ограниченные неравенствами.

Пример 1 (2):

y ≥ x 2; y ≤ 1.  (2)

Из данного неравенства следует, что ниж-
няя функция ограничена параболой, а верх-
няя функция ограничена прямой.

Далее программа осуществляет вывод сле-
дующих графиков.

На изображении (рис. 3) также видны сле-
дующие элементы:

1. Синие точки – начальные точки для три-
ангуляции.

2. Фиолетовые линии – границы треуголь-
ников начальной триангуляции.

3. Красная линия – граница области y = x 2.
4. Синяя горизонтальная линия – граница 

области y = 1.
В частности, это изображение соответ-

ствует начальной стадии построения три-
ангуляции перед применением алгоритма 
измельчения. Граничные точки размещены 
так, что они образуют три треугольника, 
полностью лежащих внутри заданной обла-
сти [8].

На изображении (рис. 4) демонстрирует-
ся триангуляция после применения алгорит-
ма измельчения до сдвига точек, находящихся 
на границе триангуляции внутри области.

Процесс измельчения заключается в следу-
ющем:

1. Для каждой стороны начального тре-
угольника вычисляется средняя точка.

Рис. 2. Разбиение треугольника на 9 подобных тре-
угольников (q = 3)

Примечание: составлено авторами.



14

Вестник кибернетики. 2025. Т. 24, № 1
Proceedings in Cybernetics. 2025. Vol. 24, no. 1

© Зорькин Д. Ю., Тарасова И. А., Клячина Н. В., 2025

2. Эти средние точки добавляются как но-
вые вершины.

3. Затем начальный треугольник делится 
на несколько более мелких треугольников, ис-
пользуя новые средние точки [9].

В результате после применения алгоритма 
измельчения количество треугольников уве-
личивается, что приводит к более детализи-
рованной и точной триангуляции. Визуаль-
ный результат:

1. Вершины новых треугольников отмече-
ны синими точками.

2. Границы новых треугольников отмече-
ны фиолетовыми линиями.

На графике (рис. 5) показана триангуля-
ция Делоне для точек, перемещенных по гра-
диенту функции F(x; y). Точки снова отмече-
ны синим цветом, а треугольники образованы 

ребрами пурпурного цвета. Границы области 
остаются теми же (красная и синяя линии). 
Точки были перемещены по градиенту, не вы-
ходя за границы области.

Этот график (рис. 6) показывает сдвиг то-
чек с помощью стрелок, указывающих на-
правление и величину перемещения. Исход-
ные точки отмечены синим цветом. Стрелки, 
нарисованные зеленым цветом, показывают 
сдвиг каждой точки.

Описание:
1. Синие точки представляют исходные 

координаты.
2. Зеленые стрелки указывают направле-

ние и величину сдвига точек. В некоторых 
случаях стрелки могут быть очень коротки-
ми или отсутствовать, если точки остались 
на месте (например, точки на границах).

Рис. 3. Первоначальная триангуляция до сдвига 
точек

Примечание: составлено авторами.

Рис. 4. Триангуляция после применения алгоритма 
измельчения

Примечание: составлено авторами.

Рис. 5. Триангуляция после применения алгоритма 
измельчения

Примечание: составлено авторами.

Рис. 6. Визуализация градиентов сдвига
Примечание: составлено авторами.
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Пример 2 (3):

y – x 2 > 0; y – x < 0.  (3)

Из данного неравенства следует, что ниж-
няя функция ограничена параболой, а верх-
няя функция ограничена прямой.

На этом изображении (рис. 7) показана на-
чальная триангуляция области, ограниченной 
параболой и прямой. Синие точки показыва-
ют начальные узлы, и треугольники построе-
ны на основе этих точек.

На этом изображении (рис. 8) показана 
триангуляция после измельчения начальных 
треугольников. Дополнительно введенные 
точки (на серединах ребер начальных тре-
угольников) добавлены, что привело к увели-
чению количества треугольников. Этот про-
цесс увеличивает число разбиений в области 
и обеспечивает более точное представление 
геометрии области.

На этом подграфике показана триангуля-
ция после применения градиентного спуска 
к граничным точкам. Точки на границе пере-
мещаются под действием градиентных сил, 
чтобы лучше соответствовать граничным ус-
ловиям. Сравнение с предыдущим подгра-
фиком показывает, что точки и треугольники 
были смещены ближе к реальным границам. 
Триангуляция после сдвига точек представле-
на на рис. 9 и 10 соответственно.

Пример 3 (криволинейная трапеция).
Пусть Ω – плоская область, которая будет 

задана при помощи системы неравенств (4):

0 ≤ x ≤ 3,

{x 2 – 3 × x – 2 ≤ y ≤ 3 × x – x 2}.  (4)

Получится следующая триангуляция кри-
волинейной трапеции, построенная при по-
мощи алгоритма измельчения (рис. 11–12).

Разработанный в рамках исследования ал-
горитм триангуляции основывается на методе 
измельчения плоской области, ограниченной 
системой неравенств. Этот подход был реали-
зован с помощью программной реализации, 
обеспечил высокую точность построения 
триангуляции благодаря градиентному сдви-
гу точек к границам области [10].

Графики, представленные на рис. 3–12, де-
монстрируют эффективность предложенного 
метода. Использование измельчения позво-
лило значительно увеличить количество тре-
угольников в пределах области, тем самым 
обеспечив более детализированную и точную 
аппроксимацию ее границ.

Интересно сравнение этого метода с класси-
ческим алгоритмом Делоне. Алгоритм измель-
чения показывает явные преимущества при 

Рис. 7. Первоначальная триангуляция 
до применения алгоритма

Примечание: составлено авторами.

Рис. 8. Алгоритм измельчения до сдвига точек
Примечание: составлено авторами.
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обработке областей с большим разбиением тре-
угольников. В частности, по сравнению с ис-
следованиями А. В. Скворцова, который акцен-
тировал внимание на триангуляции Делоне для 
ограниченных областей, метод измельчения 
позволяет более точно контролировать фор-
му и расположение граничных треугольников 
за счет применения градиентного сдвига [10].

Стоит отметить, что минимальный угол 
треугольников триангуляции, как было пока-
зано в исследованиях А. А. Клячина, влияет 
на точность вычислений при аппроксимации 
функций на этой триангуляции. Наши резуль-
таты подтверждают, что применение мето-
да измельчения позволяет сохранять доста-
точно высокие значения минимальных углов 

Рис. 9. Триангуляция после сдвига точек
Примечание: составлено авторами.

Рис. 10. Триангуляция после сдвига точек
Примечание: составлено авторами.

Рис. 11. Триангуляция до применения и после применения алгоритма измельчения до сдвига точек
Примечание: составлено авторами.
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треугольников, что способствует уменьше-
нию погрешности вычислений. Однако, как 
и в любом численном методе, существует ряд 
ограничений. Во-первых, эффективность ал-
горитма напрямую зависит от начального рас-
пределения точек и формы области. В некото-
рых случаях, когда область имеет сложную 
форму или большое количество точек на гра-
нице, алгоритм может требовать значитель-
ных вычислительных ресурсов. Во-вторых, 
при очень мелкой триангуляции может возни-
кать проблема накопления ошибок при мно-
гократном измельчении, что требует дополни-
тельной оптимизации на стадии градиентного 
сдвига точек.

В дальнейшем планируется исследовать 
возможности комбинирования метода измель-
чения с другими подходами к триангуляции, 
а также расширение программы для работы 
с многомерными областями.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Таким образом, основной целью представ-

ленной работы являлось выполнение разра-

ботки и программной реализации алгоритма 
триангуляции, основанного на методе из-
мельчения плоской области, заданной систе-
мой неравенств. Триангуляция применяется 
как эффективный метод разбиения, в частном 
случае это алгоритм измельчения произволь-
ной триангуляционной поверхности. В за-
ключение необходимо отметить, что триангу-
ляция может применяться в таких областях, 
как медицина, физика, химия и другие науч-
ные сферы.

Триангуляция является основным мето-
дом создания геодезических сетей на боль-
шой территории и по сей день, только сейчас 
эти алгоритмы разбиения непосредственно 
применяются не вручную, а при помощи раз-
личных программных инструментов. Ведь 
процесс ручной триангуляции является бо-
лее долгим, чем с помощью программ. Этим 
обуславливается актуальность данной темы. 
Результаты работы могут быть применены 
при решении различных практических задач 
в профессиональных сферах жизнедеятель-
ности человека.

Рис. 12. Триангуляция после сдвига точек (предоставлена визуализация направления градиентов)
Примечание: составлено авторами.



18

Вестник кибернетики. 2025. Т. 24, № 1
Proceedings in Cybernetics. 2025. Vol. 24, no. 1

© Зорькин Д. Ю., Тарасова И. А., Клячина Н. В., 2025

Информация об авторах
Д. Ю. Зорькин – преподаватель;
mosh285@gmail.com*
И. А. Тарасова – заведующий кафедрой, доцент;
https://orcid.org/0000-0002-0440-7962, 
irinka_ta@mail.ru
Н. В. Клячина – старший преподаватель;
klnatv@mail.ru

Аbout the authors
D. Yu. Zorkin – Lecturer;
mosh285@gmail.com*
I. A. Tarasova – Head of the Department, Docent;
https://orcid.org/0000-0002-0440-7962, 
irinka_ta@mail.ru
N. V. Klyachina – Senior Lecturer;
klnatv@mail.ru

Список источников
1. Грузинцев И. О., Якобовский М. В. Алгоритмы 

адаптивного измельчения трехмерных расчетных 
сеток // Параллельные вычислительные техноло-
гии (ПАВТ’2019) : Короткие статьи и описания 
плакатов XIII Междунар. науч. конф., 02–04 апреля 
2019 г., г. Калининград : Издательский центр ЮУр-
ГУ. С. 223–231. 

2. Мендакулов Ж. К. Анализ чувствительности алго-
ритма триангуляции к ошибкам в измерении углов 
для задач определения местоположения внутри по-
мещений // Вестник Алматинского университета 
энергетики и связи. 2019. № 3. С. 26–34.

3. Клячин А. А. Построение триангуляции плоских 
областей методом измельчения // Вестник Вол-
гоградского государственного университета. Се-
рия 1, Математика. Физика. 2017. № 2. С. 18–28.

4. Бородин О. В., Иванова А. О. Комбинаторное стро-
ение граней в триангуляциях на поверхностях // 
Сибирский математический журнал. 2022. Т. 63, № 
4. С. 796–804.

5. Скворцов А. В. Обзор алгоритмов построения три-
ангуляции Делоне // Вычислительные методы и 
программирование. 2002. Т. 3, № 1. С. 14–39.

6. Петрова М. А., Синельщикова О. Ю. Триангуляция 
в системе Li2ZNP2O7–Na2ZNP2O7–K2ZNP2O7 // 
Журнал неорганической химии. 2022. Т. 67, № 2. 
С. 216–223.

7. Перевезенцев В. Н., Кириков С. В., Свирина Ю. В. 
Анализ условий формирования деформационной 
фасетки при взаимодействии плоского скопления 
решеточных дислокаций с границей зерна // Физи-
ка металлов и металловедение. 2020. Т. 121, № 10. 
С. 1019–1025.

8. Фроленков С. А. Применение метода триангуля-
ции для диагностики контактной сети // Наука и 
образование транспорту. 2020. № 1. С. 365–368. 

9. Клячин В. А., Широкий А. А. Триангуляция Дело-
не многомерных поверхностей // Вестник СамГУ – 
Естественнонаучная серия. 2010. № 4. С. 51–55. 

10. Скворцов А. В. Алгоритмы построения триангуля-
ции с ограничениями // Вычислительные методы и 
программирование. 2002. Т. 3, № 1. С. 82–92.

References
1. Gruzintsev I. O., Yakobovsky M. V. Algoritmy adap-

tivnogo izmelcheniya trekhmernykh raschetnykh se-
tok. In: Proceedings of 13th International Scientific 
Conference “Parallelnye vychislitelnye tekhnologii 
(PAVT’2019)”, April 2–4, 2019, Kaliningrad. Kali-
ningrad: Izdatelskiy tsentr YuUrGU; 2019. p. 223–
231. (In Russ.).

2. Mendakulov Zh. K. Analysis of triangulation algorithm 
sensitivity to errors in angle measurement for indoor 
location problems. Bulletin of the Almaty University 
of Power Engineering and Telecommunications. 
2019;(3):26–34. (In Russ.).

3. Klyachin A. A. The construction of the triangulation 
of plane domains by grinding method. The Science 
Journal of Volgograd State University. Mathematics. 
Physics. 2017;(2):18–28. (In Russ.).

4. Borodin O. V., Ivanova A. O. Combinatorial structure 
of faces in triangulations on surfaces. Sibirskii 
Matematicheskii Zhurnal. 2022;63(4):796–804. (In 
Russ.).

5. Skvortsov A. V.  A survey of algorithms for constructing 
a Delaunay triangulation. Numerical Methods and 
Programming. 2002;3(1):14–39. (In Russ.).

6. Petrova M. A., Sinel’shchikova O. Y. Triangulation 
in the LI2ZNP2O7–NA2ZNP2O7–K2ZNP2O7 
system. Russian Journal of Inorganic Chemistry. 
2022;67(2):216–223. (In Russ.).

7. Perevezentsev V. N., Kirikov S. V., Svirina Y. V. 
Conditions of strain-induced facet formation during 
interaction between a lattice dislocation pile-up and a 
grain boundary. Physics of metals and metallography. 
2020;121(10):1019–1025. (In Russ.).

8. Frolenkov S. A. Primenenie metoda triangulyatsii 
dlya diagnostiki kontaktnoy seti. Nauka i obrazovanie 
transportu. 2020;(1):365–368. (In Russ.).

9. Klyachin V. A., Shiroky A. A. Delaunay triangulation 
of multidimensional surfaces. Bulletin of Samara State 
University. Natural Science Series. 2010;(4):51–55. 
(In Russ.). 

10. Skvortsov A. V. Algorithms for constructing 
triangulation with constraints. Numerical Methods and 
Programming. 2002;3(1):82–92. (In Russ.).



19
© Катаев М. Ю., Брагинский М. Я., Тараканов Д. В., Тараканова И. О., 2025

Катаев М. Ю., Брагинский М. Я., Тараканов Д. В., Тараканова И. О.
Применение нейросетевого классификатора для оценки эмоционального состояния человека

Научная статья
УДК159.942:004.8
https://doi.org/10.35266/1999-7604-2025-1-3

Применение нейросетевого классификатора для оценки 
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Аннотация. Данная работа продолжает исследования авторов в области человеко-машинного вза-
имодействия. Рассмотрена задача распознавания эмоционального состояния человека в процессе его 
трудовой деятельности. Разработано программное обеспечение для выявления и классификации эмо-
ций с помощью библиотеки DeepFace. Проведенная апробация программного обеспечения показала 
возможность его применения для идентификации функционального состояния человека.
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Abstract. This article continues the authors’ research in the field of human-machine interaction. The work 
addresses the problem of recognizing the human emotional state in the process of labor activity. Using Deep-
Face, software for identifying and classifying emotions is implemented. The approbation of the software has 
shown the possibility of its implementation for the human functional state identification.
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ВВЕДЕНИЕ
Развитие цифровых фотографических си-

стем (оптика, цифровая матрица, алгорит-
мы кодирования и системы сжатия) привело 
к тому, что изображение стало источником 
информации, важным для различных видов 

человеческой деятельности. Внедрение циф-
ровых компьютерных технологий, в том чис-
ле и цифровой фотографии в разнообразные 
виды производств приводит к появлению воз-
можностей для решения задач, которых ранее 
не было.
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Одной из таких задач является оценка со-
стояния человека при выполнении различ-
ных технологических операций на производ-
стве, что связано с обеспечением качества 
выполнения работы и сохранности здоровья 
человека. Характерной чертой работы опера-
торов является монотонная, напряженная ра-
бота в различных производственных услови-
ях (пыль, шум, слабое освещение и т. д.), что 
может привести к эмоциональному срыву, 
физическому утомлению. В таком состоянии 
у работника рассеивается внимание, в резуль-
тате увеличивается количество неточных дей-
ствий и как следствие, ошибок. Другая задача 
опирается на встроенные технологии получе-
ния изображений и фиксации состояния чело-
века как основы качественного изображения. 
Встречаются и варианты задач, которые свя-
заны с определением эмоционального состо-
яния человека.

Это состояние издавна интересовало фи-
лософов, художников, врачей и фотографов, 
которые с разной результативностью и на-
правленностью пытаются решить эту зада-
чу на описательном или техническом уровне. 
Возможность получать изображение чело-
века, особенно лица, привела к необходимо-
сти разработки различных подходов к оценке 
эмоционального состояния человека. Для это-
го необходимо внедрение новых и совершен-
ствование известных методов, позволяющих 
фиксировать с заданной точностью реакцию 
человека на определенные события, прояв-
ляющуюся на лицевых мышцах. Оказывает-
ся, что те или иные эмоции человека приво-
дят к повторяющимся изменениям лицевых 
мышц, что позволяет фиксировать это собы-
тие и идентифицировать типы эмоций.

Учитывая сказанное ранее, целью статьи 
является разработка подхода обработки изо-
бражений на основе нейросетевых методов, 
подготовка программного обеспечения и про-
верка его работы, получение результатов и их 
всесторонний анализ.

Началом использования системного под-
хода в решении задачи распознавания эмо-
ций человека считают систему кодирова-

ния лицевых движений (Facial Action Coding 
System, или FACS), разработанную в 1978 г. 
П. Экманом и У. Фризеном [1]. В 90-х гг. 
ХХ в. появление средств вычислительной 
техники дало возможность обрабатывать гра-
фическую информацию с распознаванием 
движения различных областей лица [2–5]. 
В настоящее время наблюдается рост инте-
реса к искусственному интеллекту, машинно-
му обучению и компьютерному зрению. Со-
временная технология OpenCV (Open Source 
Computer Vision Library) предоставляет набор 
инструментов для обработки изображений 
и видео, а Python является одним из популяр-
ных языков программирования для разработ-
ки приложений с использованием машинного 
обучения.

Такие приложения с функцией распозна-
вания эмоций человека могут автоматизиро-
вать процесс анализа эмоционального состо-
яния кандидата на собеседовании, что может 
повысить объективность в принятии обосно-
ванных решений. В традиционных собеседо-
ваниях рекрутеры оценивают эмоциональное 
состояние кандидата на основе субъективных 
и не всегда точных ощущений (особенно с ис-
пользованием конференц-связи), что может 
приводить к ошибочным выводам и неоправ-
данным решениям.

Особое внимание заслуживает возмож-
ность применения таких систем распознава-
ния эмоций при проведении учебного (трени-
ровочного) процесса, а именно для анализа 
настроения и вовлеченности обучающихся 
в учебный (тренировочный) процесс. Акту-
альность в этой области состоит в том, что 
зачастую обучение (тренировка) происходит 
в групповом режиме и преподавателю (на-
ставнику) физически невозможно наблюдать 
за состоянием обучающихся в каждый мо-
мент времени.

Также будет полезно применять такие си-
стемы отслеживания эмоций в коллективах, 
осуществляющих трудовую деятельность. 
Известно, что для повышения эффективно-
сти и безопасности функционирования чело-
веко-машинных систем необходимо уделить 
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особое внимание уровню подготовки опера-
торов технологическими объектами управле-
ния. Для этого широко используют как элек-
тронные информационно-образовательные 
среды, так и специализированные компью-
терные тренажеры [6–11]. Использование си-
стемы отслеживания эмоций в методах обу-
чения позволяет учитывать индивидуальные 
особенности человека-оператора в плане его 
эмоциональных реакций в процессе профес-
сионального тренинга.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
Аппаратная часть установки включала 

персональный компьютер с операционной 
системой Windows 10 с подключенной через 
интерфейс USB веб-камерой Logitech C270. 
Эта камера имеет максимальное разрешение 
1280×720 пикселей, что достаточно для ка-
чественного отображения лиц. При макси-
мальном разрешении скорость видеосъемки 
достигает 30 кадров в секунду, а угол обзора 
объектива камеры составляет 55°. В камере 
реализована автоматическая фокусировка.

Для разработки программного обеспечения 
на языке программирования Python в качестве 
инструментальной среды разработки исполь-
зовалась кроссплатформенная интегрирован-
ная среда PyCharm. Для поиска лиц в кадре 
применялся метод Виолы – Джонса, назван-
ный так по именам его разработчиков [12]. 
В основе данного метода лежит разбиение об-
ласти изображения на графические элементы 
(так называемые примитивы Хаара), и в на-
стоящее время многие алгоритмы распозна-
вания образов широко его используют. Сами 
примитивы Хаара представляют собой прямо-
угольники, в свою очередь, состоящие из чер-
но-белых геометрических областей в различ-
ных комбинациях, как показано на рис. 1.

Позже этот метод был усовершенство-
ван и стал включать примитивы с поворотом 
на 45°, а также несимметричные примитивы 
[13, 14].

Блок-схема алгоритма программы класси-
фикации эмоции показана на рис. 2.

В начале работы программы происходила 
загрузка каскадного классификатора Хаара 

для обнаружения лиц – cv2.CascadeClassifier 
(cv2.data.haarcascades) и инициализация 
веб-камеры. В случае успешного подключе-
ния камеры и считывания кадра производи-
лось преобразование цветного изображения 
в полутоновое изображение (с оттенками се-
рого). Это изображение выводилось на экран, 
на котором прямоугольной рамкой выделялась 
область лица: face = frame [y: y+h, x: x+w]. За-
тем осуществлялась классификация доми-
нирующей эмоции с помощью библиотеки 
DeepFace, вывод на экран и запись в массив:
result = DeepFace.analyze 
(face, actions= [‘emotion’], 
enforce_detection=False)
emotion = result [0] [‘domi-
nant_emotion’]
print (“Эмоция: “, emotion)

Массив FaceData, содержащий данные 
о пяти эмоциях: «Happy», «Fear», «Disgust», 
«Angry», «Neutral», их количестве, коорди-
наты лица, а также соответствующие номера 
кадров использовался для последующего ана-
лиза. Обработка кадров видеопотока происхо-
дила в цикле в течение одной минуты, затем 
массив FaceData экспортировался в таблич-
ный файл для просмотра в программе Excel 
(рис. 3).

Рис. 1. Пример примитивов Хаара
Примечание: взято из [12].
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Рис. 2. Блок-схема алгоритма программы классификации эмоции
Примечание: составлено авторами.
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РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ
Разработанная программа была применена 

для выявления признаков утомления челове-
ка в процессе выполнения трудовых функций. 
В данном исследовании под оптимальным 
функциональным состоянием понималось со-
стояние условно здорового человека в первый 
час рабочей смены. Соответственно, под со-
стоянием утомления понималось психофи-
зиологическое состояние этого же человека 
в конце рабочей смены в тот же день. Испы-
туемый должен был в течение одной мину-
ты сидеть перед компьютером с веб-камерой 
для выявления и регистрации эмоций. Несмо-
тря на то что испытуемый в это время не на-
ходился в процессе активного решения рабо-
чих задач, в отдельные моменты его лицевые 
мышцы осуществляли непроизвольные со-
кращения малой амплитуды, которые были 
классифицированы системой как базовые 
эмоции «Happy», «Fear», «Disgust», «Angry» 
и «Neutral». По полученным данным были 
построены диаграммы распределения эмоци-
ональных состояний человека, распознанных 
нейросетевым классификатором, показанные 
на рис. 4 и 5.

На рис. 4 показана круговая диаграмма со-
отношения распознанных классов эмоций 
в оптимальном функциональном состоянии 
человека, а на рис. 5 – круговая диаграмма 
соотношения распознанных классов эмоций 
этого же человека в состоянии утомления. 

Рис. 3. Массив данных, экспортированный в файл Excel
Примечание: составлено авторами.

Рис. 4. Круговая диаграмма соотношения 
распознанных классов эмоций в оптимальном 

функциональном состоянии
Примечание: составлено авторами.
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Видно, что в случае оптимального функцио-
нального состоянии у человека наблюдается 

более разнообразная мимика, а в состоянии 
утомления – более скудная, с возрастанием 
доли «Angry» с 5 до 11 %.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В результате проведенной работы была 

разработана и апробирована программа иден-
тификации и анализа эмоционального состо-
яния человека. Разработанный программный 
модуль идентификации и анализа эмоцио-
нального состояния может быть использован 
при обучении операторов АСУ ТП и построе-
нии компьютерных тренажеров. Использова-
ние данного решения может спрогнозировать 
раннее утомление человека как на этапе об-
учения, так и в процессе работы, что может 
повысить качество обучения операторов АСУ 
ТП с учетом их индивидуальных особенно-
стей и надежность человеко-машинной систе-
мы в целом.

Рис. 5. Круговая диаграмма соотношения 
распознанных классов эмоций в функциональном 

состоянии утомления
Примечание: составлено авторами.
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Моделирование режимов работы асинхронного двигателя с учетом несимметрии 
напряжения питающей сети

Евгений Юрьевич Кислицин*, Данил Сергеевич Лукашов, Иван Юрьевич Борисов, 
Анатолий Александрович Назаров
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Аннотация. Асинхронные двигатели являются ключевыми элементами многих электроэнергети-
ческих систем, особенно систем электрификации технологических установок объектов нефтегазового 
комплекса. Повышение эффективности, надежности и безопасности работы асинхронных двигателей 
требует точного моделирования электромагнитных и механических процессов, особенно в условиях 
переходных режимов и при несимметрии питающего напряжения. В работе представлен обзор мате-
матической модели асинхронного двигателя с фазным ротором, разработанной на основе метода кон-
турных токов для междуфазных напряжений. Модель учитывает влияние несимметрии напряжения 
питающей сети и позволяет исследовать переходные процессы, возникающие при различных режимах 
работы, включая пуск. Наличие качественной модели позволит спрогнозировать ресурс основных эле-
ментов машины и повысить качество работ по проведению диагностики неисправностей. В работе при-
ведены результаты моделирования, выполнено сравнение с существующими моделями, показывающее 
эффективность предложенного метода.
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контурных токов, переходные процессы, релейная защита, несимметрия напряжения

Для цитирования: Кислицин Е. Ю., Лукашов Д. С., Борисов И. Ю., Назаров А. А. Моделирование 
режимов работы асинхронного двигателя с учетом несимметрии напряжения питающей сети // Вест-
ник кибернетики. 2025. Т. 24, № 1. С. 26–30. https://doi.org/10.35266/1999-7604-2025-1-4.

Original article

Modeling of induction motor operation modes considering supply voltage asymmetry

Evgeny Yu. Kislitcin*, Danil S. Lukashov, Ivan Yu. Borisov, Anatoly A. Nazarov
Surgut State University, Surgut, Russia

Abstract. Induction motors are key elements of many electric power systems, especially electrification 
systems for technological installations of oil and gas facilities. Improving the efficiency, reliability and safety 
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transient conditions and with supply voltage asymmetry. This article presents a review of the mathematical 
model of a wound rotor induction motor based on the mesh-current method for interphase voltages. The model 
considers the influence of supply voltage asymmetry and provides an opportunity to study transients occurring 
in various operating modes, including starting. Using a proper model will enable prediction of machine main 
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ВВЕДЕНИЕ
Асинхронные двигатели (АД) являются 

ключевыми компонентами промышленных 
электроприводов, широко используемыми 
в различных отраслях. Их надежность и эф-
фективность имеют решающее значение для 
непрерывности и экономичности производ-
ственных процессов. Однако реальные усло-
вия эксплуатации, нередко характеризующиеся 
неидеальным качеством электроэнергии, нели-
нейностью магнитных цепей, оказывают су-
щественное влияние на характеристики и срок 
службы АД. Поэтому проблема разработки 
адекватных математических моделей, способ-
ных учитывать эти факторы, остается актуаль-
ной задачей современной энергетики [1, 2].

Существующие методы моделирования 
АД, например, основанные на преобразовани-
ях Парка-Горева, широко используются, но мо-
гут иметь ограничения при анализе сложных 
режимов работы и при необходимости непо-
средственного определения токов в обмотках 
статора и ротора [3]. Метод контурных токов 
предоставляет альтернативный подход, позво-
ляющий более детально учитывать особенно-
сти электрической цепи двигателя и ее взаимо-
действие с питающей сетью [4].

В настоящей работе представлен обзор 
усовершенствованной математической моде-
ли АДФР на основе метода контурных токов 
для междуфазных напряжений.

Целью работы является разработка модели, 
адекватно описывающей переходные процессы 
при несимметричном напряжении питающей 
сети, а также при различных режимах работы, 
возникающих в процессе эксплуатации элек-
трических машин. Наличие качественной моде-
ли позволит спрогнозировать ресурс основных 
элементов машины и повысить качество работ 
по проведению диагностики неисправностей.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
В последние годы наблюдается растущий 

интерес к моделированию АД с использова-
нием различных математических подходов. 
Разработка точных и надежных математиче-
ских моделей необходима для оптимизации 
параметров и прогнозирования поведения АД 

в различных условиях эксплуатации. Различ-
ные подходы к моделированию АД, представ-
ленные в научной литературе, имеют свои 
преимущества и ограничения.

Многие исследования сосредоточены на соз-
дании моделей, способных адекватно описы-
вать динамические режимы АД. Например, 
в работах А. В. Шестакова и соавт. представле-
на математическая модель, основанная на диф-
ференциальных уравнениях в двухфазной 
ортогональной системе координат, учитываю-
щая потери в железе, эффект вытеснения тока 
в стержнях ротора и насыщение магнитной 
цепи. Предложенная модель позволяет моде-
лировать переходные процессы и обеспечивает 
удовлетворительную точность при сопоставле-
нии с экспериментальными данными [1, 2].

Другое направление исследований связа-
но с разработкой моделей для анализа специ-
фических режимов работы АД. В работе 
A. V. Smolyaninov et al. рассмотрена система 
многомоторного частотно-каскадного элек-
тропривода, для которой получена динами-
ческая модель и структурная схема АД с ча-
стотно-каскадным управлением [3]. В работе 
M. Y. Pustovetov предложена математическая 
модель трехфазного АД в системе отсчета 
трехфазного статора, позволяющая моделиро-
вать токи ротора на их фактической частоте [4].

Также актуальной задачей является моде-
лирование АД в условиях несимметрии напря-
жения питающей сети. В статье А. С. Глазыри-
на была разработана n-фазная имитационная 
модель АД для исследования обрыва стержня 
в беличьей клетке, позволяющая исследовать 
работу двигателя как в нормальном состоя-
нии, так и при обрыве стержней [5].

Некоторые работы посвящены разработке 
более точных моделей АД с использованием 
метода конечных элементов (МКЭ) для уче-
та нелинейности магнитопровода, скоса па-
зов ротора и индуктивности лобовых частей 
обмотки [6]. Такие модели позволяют более 
детально анализировать рабочие режимы АД 
и оптимизировать их конструкцию [6, 7].

Однако, несмотря на значительный про-
гресс в области моделирования АД, остают-
ся нерешенные проблемы. Представленная 
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работа направлена на разработку усовершен-
ствованной математической модели АДФР 
на основе метода контурных токов, пригод-
ной для анализа широкого спектра режимов 
работы и диагностики неисправностей.

Математическая модель
Предлагаемая модель АДФР основана 

на эквивалентной схеме замещения, где ста-
тор и ротор представлены в виде взаимосвя-
занных контуров (рис. 1).

Уравнения, описывающие электрическую 
часть модели, составляются на основе второго 
закона Кирхгофа для каждого контура. С уче-
том рис. 1 дифференциальные уравнения для 
междуфазных напряжений имеют вид (1):

U R R i R i d
dtAB A B B= +( ) − +

1 2

1
ψ . 

U R R i R i d
dtBC B C B= +( ) − +

2 1

2
ψ .  

(1)
0 2

3 4

3= + +( ) − +( ) +R R R i R R i d
dta b 4>1 b 4>1
ψ

. 

0 2
4 3

4= + +( ) − +( ) +R R R i R R i d
dtb c 4>1 b 4>1
ψ

. 

где UAB, UBС – мгновенные значения линейных 
напряжений;

i1, i2, i3, i4 – контурные токи;

i3, i4 – контурные токи ротора;
RA, RB, RC – активные сопротивления фаз 

статора;
Ra, Rb, Rc – активные сопротивления фаз 

статора;
Rдоб – добавочное сопротивление в ротор-

ной цепи;
Ψ1, Ψ2, Ψ3, Ψ4 – потокосцепления соответ-

ствующих контуров.
i1 = iA; i2 = –iC i2; i3 = ia. i4 = –iC. 

Потокосцепления выражаются через кон-
турные токи и индуктивности (2):

ψ
1 11 1 12 2 13 3 14 4
= + + +L i L i L i L i ; 

ψ
2 21 1 22 2 23 3 24 4
= + + +L i L i L i L i ;

ψ
3 31 1 32 2 33 3 34 4
= + + +L i L i L i L i ;  (2)

ψ
4 41 1 42 2 43 3 44 4
= + + +L i L i L i L i ,

где L11–L44 – индуктивности обмоток.

Представленная математическая мо-
дель АДФР дает возможность моделировать 
не только эксплуатационные, но и аварийные 
режимы работы электрической машины. Так, 
при переходном процессе к рассматриваемой 
математической модели следует добавить 
уравнения электромагнитных моментов (3):

M i i dL
dM

k A B C
k

n a b c
n

kn

kn

=
= =
∑ ∑

, , , , α
,  (3)

где Mэ – электромагнитный момент;

Рис. 1. Эквивалентная схема замещения АДФР с обозначением контурных токов, сопротивлений 
и индуктивностей

Примечание: составлено авторами.
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Mc – момент нагрузки.
При моделировании режима запуска АДФР 

в i-м контуре, ток определяется как сумма то-
ков ini периодической и i0i апериодической со-
ставляющей:

ii = ini + i0i. 
Модель механической части АД описывает-

ся уравнением (вращательное движение) (4):

j d
dt

M MM A
ω2 = + ,  (4)

где j – момент инерции вращающихся частей 
двигателя и нагрузки;

ω2 – угловая скорость вращения ротора.
Система уравнений (1)–(4) решается чис-

ленными методами (например, методом Рун-
ге-Кутта) в среде MatLab/Simulink [8].

Сравнение результатов моделирования 
с экспериментальными данными, полученны-
ми для аналогичного двигателя, демонстри-
рует адекватность разработанной модели. По-
грешность не превышает 10 %.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ
Представленная математическая модель 

АДФР на основе метода контурных токов 

обладает рядом преимуществ по сравнению 
с существующими моделями:

Во-первых, она позволяет непосредствен-
но получать токи в обмотках статора и рото-
ра, что важно для задач релейной защиты.

Во-вторых, модель позволяет учитывать 
влияние несимметрии напряжения питающей 
сети, что особенно актуально для современ-
ных электроэнергетических систем.

В-третьих, возможность изменения па-
раметров модели (индуктивностей, сопро-
тивлений) позволяет исследовать различные 
режимы работы и диагностировать неис-
правности.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Представленная математическая модель 

АДФР на основе метода контурных токов 
для междуфазных напряжений является эф-
фективным инструментом для исследования 
переходных процессов, возникающих при 
различных режимах работы и при наличии 
несимметрии напряжения питающей сети.

Результаты моделирования подтверждают 
адекватность разработанной модели и демон-
стрируют ее применимость для задач релей-
ной защиты и диагностики АДФР.
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Аннотация. В данной статье описывается решение задачи обратной кинематики для захвата объек-
тов с помощью 7-степенного манипулятора Franka Emika Panda, основанное на использовании компью-
терного зрения. В предложенном нами решении, работа в режиме физической симуляции основывается 
на алгоритме обучения с подкреплением из области машинного обучения и дополняется алгоритмом 
компьютерного зрения для определения геометрической структуры объекта и проведения обучения, 
что обеспечивает реализацию всего алгоритмического процесса. Процесс решения задачи, создание со-
ответствующей среды и результаты комбинированного алгоритма с использованием нейронных сетей 
демонстрируют его эффективность в решении сложных задач обратной кинематики. Это низкозатрат-
ная современная технология, которая может быть широко применена для выполнения аналогичных за-
дач с другими типами манипуляторов.
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ВВЕДЕНИЕ
Роботизированные манипуляторы широко 

используются в современной промышленности 
и оказывают значительное влияние на процес-
сы индустриального производства. Классиче-
ские методы управления такими манипулятора-
ми можно разделить на три основные категории.

1. Ручное управление с использованием 
пульта оператора.

Преимущество этого метода заключается 
в том, что человек-оператор может гибко из-
бегать препятствий и справляться с внезап-
ными ситуациями. Недостатком является зна-
чительное потребление времени оператора.

2. Метод обучения через демонстрацию.
В этом подходе манипулятор управляется 

вручную для записи траектории, которая за-
тем воспроизводится. Преимущество заклю-
чается в экономии времени, но в случае изме-
нения положения целевого объекта требуется 
повторная запись траектории.

3. Автоматизация через предварительное 
программирование.

Этот метод заключается в том, что инже-
нер заранее разрабатывает программу для ав-
томатического управления манипулятором. 
Планирование траектории осуществляется 
с использованием теорий прямой кинематики 
(вычисление положения концевого эффекто-
ра на основе геометрии и углов вращения су-
ставов) и обратной кинематики (вычисление 
углов вращения суставов на основе заданного 
положения концевого эффектора). Обратная 
кинематика [1] позволяет сэкономить время 
оператора и хорошо подходит для задач захва-
та объекта, однако она сложнее, чем прямая 
кинематика из-за наличия множественных ре-
шений и проблемы выбора оптимального ре-
шения. Кроме того, ее гибкость ограничена 
при наличии препятствий.

Для реализации более гибкого автоматиче-
ского планирования траекторий манипулятора 
в данной работе предложено использование 
физического 3D-симулятора PyBullet [2]. В си-
муляции применяется открытая модель мани-
пулятора Franka Emika Panda, что позволяет 
безопасно проводить эксперименты в вирту-
альной среде без физического риска, основан-

ной на данных из множества симулированных 
сред и накопленного опыта взаимодействия 
с помощью обучения с подкреплением.

Обучение с подкреплением представляет 
собой важное направление в области искус-
ственного интеллекта (ИИ) и машинного об-
учения (МО). Этот подход позволяет обучать-
ся на основе взаимодействий с окружающей 
средой, изучая закономерности и разрабаты-
вая стратегии поведения. Большое количество 
исследований посвящено применению обу-
чения с подкреплением в таких областях, как 
классические игры (например, покер, го) [3] 
и видеоигры [4]. В данной работе предлагает-
ся использование физического симулятора для 
создания модели манипулятора и построения 
соответствующей среды. Алгоритмы обучения 
с подкреплением интегрируются в эту среду, 
а данные, полученные в симуляции, использу-
ются для тренировки нейронной сети, способ-
ной автоматически управлять манипулятором. 
В результате достигается интеллектуальное 
планирование траекторий для манипулятора.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
О. В. Гусев в [5] описал последовательность 

решения прямой задачи кинематики через вы-
числение углов поворота сочленений, то есть 
определение конечного положения захвата 
манипулятора на основе заданных углов вра-
щения его сочленений численными методами. 
Для задачи захвата объекта процесс обрат-
ный – решение задачи обратной кинематики, 
для которой существует множество решений. 
Однако некоторые из них могут приводить 
к столкновениям, и такие решения необходи-
мо исключать. Поскольку это не всегда оче-
видно, некоторые исследователи предложи-
ли использовать обучение с подкреплением 
в компьютерной симуляционной среде для 
выполнения задачи захвата объектов без стол-
кновений. Например, Li и соавт. [6] реализо-
вали обучение с подкреплением в Unity для 
моделирования захвата объекта снизу-вверх. 
Malik и соавт. [7] исследовали применение 
обучения с подкреплением для достижения 
манипулятором нескольких целевых точек 
во время движения. Кальдерон и соавт. в [8] 
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изучили методику использования RGB-D ка-
меры, установленной на захвате, чтобы при-
близиться к определенному объекту.

Мы предлагаем метод, использующий 
фиксированную RGB-D камеру с фиксиро-
ванным углом обзора. На начальном этапе 
камера определяет положение объекта с по-
мощью анализа RGB-D данных, а затем ма-
нипулятор выполняет захват объекта в трех-
мерном пространстве. Такая траектория 
захвата объекта сверху вниз выглядит более 
естественной. Кроме того, в отличие от мето-
да, предложенного Кальдероном и соавт. [8], 
наш подход не требует постоянного анализа 
данных с RGB-D камеры в режиме реально-
го времени, что снижает вычислительную на-
грузку на аппаратное обеспечение.

Робот-манипулятор Franka Emika Panda 
оснащен 7 шарнирами, обладает грузоподъ-
емностью до 3 кг, весит около 18 кг и име-
ет точность повторного позиционирования 
0,1 мм [9]. Его модель в физическом симуля-
торе PyBullet на рис. 1.

Соответствующие ему шарнирные соеди-
нения обозначены на рис. 1 как J0 …J6.

Решаемая задача может быть сформулиро-
вана следующим образом:

Известно, что база манипулятора располо-
жена в точке (0,0,0), начальные углы шарни-
ров заданы как [θ0… θ6]. Также известны по-
ложение и параметры камеры, а положение 
целевого объекта определяется на основе дан-
ных RGB-D изображения, полученного с ка-
меры. Требуется найти траекторию движения 
манипулятора для захвата целевого объекта. 
Схема моделирования данной задачи пред-
ставлена на рис. 1 (синий – объект, зеленый – 
поддержка).

Для решения задачи предлагается следую-
щий подход:

1. Вычислить реальные координаты целе-
вого объекта в системе координат манипуля-
тора на основе их положения в системе коор-
динат RGB-D камеры.

2. Разработать обучающую среду для алгорит-
ма обучения с подкреплением по данным п. 1.

Рис. 1. Задачи компьютерного моделирования в PyBullet
Примечание: изображение получено автором.
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Преобразование координат из системы 
камеры в реальный мир
RGB-D камера позволяет получить изобра-

жения с данными о глубине. После сегмен-
тации с использованием сегментационной 
нейронной сети можно получить пиксельные 
координаты (u, v, zc), где u и v – координаты 
пикселя, а zc – глубина.

Процесс вычисления координат в реаль-
ном мире описывается следующими матрич-
ными операциями (1):
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fov – угол обзора камеры, соотношение 
сторон (aspect) и разрешение изображения 
(width, height);

(xc, yc, zc) – положение объекта в системе 
координат камеры;

fx, fy – фокусное расстояние камеры;
Cx, Cy – положение оптического центра ка-

меры.
Относительно мировых координат, где ро-

бот-манипулятор является точкой отсчета (2):
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где:
Hc

w � представляет матрицу преобразования 
объекта из камеры в мировую систему коор-
динат;

(xw, yw, zw) – положение объекта в системе 
координат мира;

R – матрица поворота (3):

R
Forward Right UP
Forward Right UP
Forward Right UP
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где:
focus_pos, camera_pos – координаты фоку-

са камеры и координаты камеры;

вектор Forward = 
focus pos camera pos
focus pos camera pos

_ � �� _
_ � �� _

−
−  

– направление камеры на фокусе;

вектор Right 
foward camera pos

focus pos camera pos
×
×

_
_ _  

– правое направление камеры;
вектор Up = right × forward – верхнее направ-
ление камеры;

t – вектор переноса.
Таким образом, мы можем получить ко-

ординаты объекта относительно в мировую 
систему координат из изображения с камеры 
RGB-D.

Создание среды обучения 
с подкреплением
Глубокое обучение с подкреплением пред-

ставляет собой класс алгоритмов end-to-end 
обучения. К наиболее распространенным ал-
горитмам глубокого обучения с подкрепле-
нием относятся DDPG (Deep Deterministic 
Policy Gradient) [10], SAC (Soft Actor-Critic) 
[11] и PPO (Proximal Policy Optimization – оп-
тимизация проксимальной политики) [12]. 
Процесс глубокого обучения с подкреплени-
ем состоит из следующих пяти основных ком-
понентов, как описано в используемой среде 
Gymnasium:

1. Агент (Agent): сущность, принимающая 
решения (в данном случае – манипулятор), 
которая обучается, взаимодействуя с задан-
ной средой.

2. Среда (Environment): описание задачи 
и окружения, в котором действует агент.
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3. Действие (Action): действия, предприни-
маемые агентом.

4. Состояние (State): основа, на которой 
агент принимает решение о выполнении дей-
ствий.

5. Вознаграждение (Reward): оценка дей-
ствий агента в среде, которая используется 
для определения последующих действий.

В данной работе используется алго-
ритм PPO. Схема его работы представлена 
на рис. 2.

PPO основан на архитектуре сети ак-
тор-критик (Actor-Critic), что позволяет эф-
фективно решать задачи в пространстве 
непрерывных действий. Актор-сеть: на вход 
получает состояние среды s, а на выходе фор-
мирует действие a и вероятность, связанную 
с этим действием. Критик-сеть: на вход полу-
чает состояние s и на выходе оценивает зна-
чение v, которое отражает изменения состоя-
ния среды после выполнения действия a. Она 
также рассчитывает преимущество и связан-
ную с ним потерю стоимости TD-ошибка 
(Temporal difference Error). Убыток использу-

ется для обновления параметров критик-се-
ти. Преимущество комбинируется с пара-
метрами вероятности из актор-сети, чтобы 
вычислить совокупный убыток Lclip (θ) для ак-
тор-критика сети, который затем использует-
ся для обновления ее параметров. Подробный 
процесс расчета можно найти в оригиналь-
ной статье [8].

Процесс создания среды обучения с под-
креплением для манипулятора заключается 
в следующем:

Шаг 1. Инициализация среды и задание на-
чальных углов для всех суставов манипулято-
ра. Целевой объект размещается в случайных 
позициях в пределах заданного диапазона.

Шаг 2. Агент предпринимает действия 
на основе текущего состояния среды, а также 
распознанного положения объекта.

Шаг 3. Агент рассчитывает награждение 
на основе предпринятых действий и обратной 
связи от среды.

Шаг 4. Шаги 2 и 3 повторяются до дости-
жения условия завершения (успешное выпол-
нение задачи или неудача).

Рис. 2. Архитектура алгоритма PPO
Примечание: изображение получено автором.
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Шаг 5. Переход к шагу 1. Процесс проиллюстрирован на рис. 3.

Рис. 3. Схема работы системы управления манипулятора
Примечание: составлено автором.

Рис. 4. Схема работы системы управления манипулятора
Примечание: составлено автором.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ
В процессе обучения с использованием 

метода глубокого обучения с подкреплени-
ем был применен алгоритм PPO в симуляции 
PyBullet. Обучение проводилось на ноутбу-
ке с процессором Intel i7–11800H @ 2,3 ГГц 
в режиме CPU с 16 потоками одновременно 
на Python 3.11. Для успешного выполнения за-
дачи считалось, что центр захвата конечного 
эффектора находится на расстоянии не более 
2 см прямо над объектом. Общая продолжи-

тельность обучения составила 20 миллионов 
временных шагов за 2 часа 45 минут. Резуль-
таты процесса обучения задачи были записа-
ны в TensorBoard.

На рис. 4 по оси X отображены времен-
ные шаги задачи, по оси Y (eval/success_rate) 
показан общий уровень успешности сети 
на соответствующем этапе. Из графика вид-
но: на интервале 0–10 миллионов времен-
ных шагов успешность модели значительно 
колебалась. На интервале 10–14 миллионов 
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шагов модель часто достигала 100 % успеш-
ности. На интервале 14–17 миллионов ша-
гов успешность практически стабилизиро-
валась на уровне 100 %, что свидетельствует 
о нахождении оптимальной стратегии. 
В оставшиеся шаги (до 20 миллионов) 

успешность оставалась низкой и практиче-
ски не менялась.

Для валидации был проведен случайный 
тест с использованием обученной оптималь-
ной модели. Часть результатов приведена 
на рис. 5.

Рис. 5. Случайное тестирование для проверки нейронных сетей
Примечание: составлено автором.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В данной работе использовано программ-

ное обеспечение для физической симуляции 
PyBullet для моделирования робот-манипу-
лятора. В среде Gymnasium была абстрактно 
описана задача, а для обучения использован 
алгоритм обучения с PPO, который позволил 
решить задачу обратной кинематики, связан-
ную с захватом объекта на основе визуально-
го руководства.

Предложенный нами метод после обуче-
ния продемонстрировал 100-процентную 
успешность нейронной сети в тысяче случай-
ных тестов. Время вывода для одного шага 

составляет 2 мс, а общее время вывода для 
всего процесса захвата составляет около 160–
180 мс. Для сравнения, типичный алгоритм 
решения обратной кинематики в PyBullet, 
DLS (Damped Least Squares), работает бы-
стрее – около 12 мс. Однако использование 
алгоритма обучения с подкреплением обеспе-
чивает более плавную траекторию движения 
манипулятора, что делает его наиболее под-
ходящим для решения сложных и динамич-
ных задач. В будущем планируется усовер-
шенствовать модель алгоритма для решения 
задач, связанных с захватом движущихся объ-
ектов и среды с препятствиями.
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ВВЕДЕНИЕ
Необходимым условием вовлечения запа-

сов низкопроницаемых коллекторов в раз-
работку и достижения проектного коэффи-
циента извлечения нефти является активное 
внедрение системы поддержания пластового 
давления, при этом, как правило, необходимо 
создавать высокое давление нагнетания, ко-
торое соизмеримо или превышает давление 
гидроразрыва пласта. Это приводит к образо-
ванию в нагнетательных скважинах трещин 
«автогидроразрыва пласта».

Главное отличие таких трещин от трещин 
гидроразрыва пласта, стенки которых закре-
плены «проппантом», заключается в их неста-
бильности:

– трещина существует во время нагнетания 
и может смыкаться при остановке скважины;

– размеры, проводимость трещины из-
меняются в зависимости от интенсивности 
нагнетания [1].

В этих условиях затруднена интерпретация 
гидродинамических исследований скважин, 
определение пластового давления и в целом 
анализ разработки.

Для решения вышеназванных проблем по-
ставлены основные цели данной работы:

– доказательство образования нестабиль-
ной трещины «автогидроразрыва пласта» 

в призабойной зоне нагнетательных скважин 
в процессе работы;

– определение оптимальной длительности 
исследования, достаточной для определения 
прогнозного пластового давления.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
Согласно классической теории гидродина-

мики наличие трещины гидроразрыва пласта 
на диагностическом графике характеризуется 
проявлением следующих режимов фильтра-
ции [2] (рис. 1):

1. Билинейный режим фильтрации возни-
кает в результате перепада давлений в пласте 
и трещине. По данному режиму определяет-
ся параметр безразмерной проводимости тре-
щины.

2. Линейный режим фильтрации развива-
ется после окончания билинейного режима 
фильтрации, оптимален для определения по-
лудлины трещины.

Радиальный (псевдорадиальный) режим 
фильтрации проявляется, когда радиус зоны 
сжимаемости превышает размеры трещины 
и линии тока сходятся к скважине в радиальном 
направлении. Используется для определения 
пластового давления и параметров пласта [3].

Объектом исследования являются нагне-
тательные скважины низкопроницаемого 

Рис. 1. Выделение режимов фильтрации на диагностическом графике
Примечание: составлено автором.
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пласта, представленного среднеюрскими от-
ложениями. Для идентификации трещины 
«автогидроразрыва пласта» выполнена ин-
терпретация гидродинамических исследо-
ваний методом регистрации кривой падения 
давления семи нагнетательных скважин (в че-
тырех скважинах трещина образована в про-
цессе операции гидроразрыва пласта и в трех 
скважинах операция гидроразрыва пласта 
не проводилась).

В качестве примера приведена интерпре-
тация нагнетательных скважин № 100 (тре-
щина образована в процессе гидроразры-
ва пласта) и № 111 (операция гидроразрыва 
пласта не проводилась). На диагностических 
графиках (рис. 2, 3) выделяются билинейный 
и линейный режимы фильтрации и отсутству-
ет радиальный (псевдорадиальный) режим 
фильтрации. Скин-фактор по скважинам со-
ставляет 6.53 и 4.13 соответственно. Выделе-
ние аналогичных режимов фильтрации и по-

лучение сходных моделей пласта в скважинах 
№ 100 и 111 позволяет утверждать о том, что 
в скважине № 111 существует трещина «авто-
гидроразрыва пласта».

Низкая проницаемость исследуемого 
пласта в совокупности с большой протяжен-
ностью трещины не позволяет выявить на ди-
агностическом графике радиальный режим 
фильтрации, что приводит к невозможности 
определения достоверных значений пласто-
вого давления и параметров пласта. В связи 
с этим предложен подход прогнозирования 
пластового давления по дорадиальным режи-
мам фильтрации, в частности по линейному 
режиму фильтрации [4]. Методика опреде-
ления прогнозного пластового давления за-
ключается в построении характеристическо-
го графика в координатах (ΔР от квадратного 
корня времени) [5]. Определяем интервал кри-
вой, соответствующий периоду развития ли-
нейного режима фильтрации, затем проводим 

Рис. 2. Диагностический график скважины № 100
Примечание: составлено автором.

Рис. 3. Диагностический график скважины № 111
Примечание: составлено автором.
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РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ
Для выявления критериев и условий об-

разования трещины «автогидроразрыва 
пласта» проведен анализ сводного графика 
давления в исследуемых скважинах (рис. 5). 
Практически во всех случаях давление за-
качки соизмеримо или превышает давление 
гидроразрыва пласта, что подтверждает ус-
ловия образования в нагнетательных сква-
жинах трещин «автогидроразрыва». При 
этом стоит также отметить, что забойное 
давление на момент окончания исследова-

ния по большинству скважин превышает 
или же соизмеримо с давлением смыкания 
трещины. Таким образом, можно утвер-
ждать, что трещины находятся в раскрытом 
состоянии [7].

Проведен дополнительный анализ текуще-
го давления закачки и гидроразрыва пласта 
25 нагнетательных скважин (рис. 6).

Как видно из графика, давление закачки 
и гидроразрыва пласта распределяются в ди-
апазоне значений от 37,1 до 53,1 МПа, в сред-
нем составляя 45,8 МПа.

Рис. 4. Характеристический график кривой падения давления скважины № 100
Примечание: составлено автором.

Рис. 5. Сводный график давления
Примечание: составлено автором.

касательную до пересечения с осью ΔР. Да-
лее от Рзаб. с текущего (давление на момент 

начала исследования) вычитаем полученное 
значение ΔР (рис. 4) [6].
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Текущее давление на забое распределяет-
ся в диапазоне значений от 43,8 до 48,4 МПа, 
в среднем составляя 46,2 МПа, что также под-
тверждает условия к образованию трещины 
«автогидроразрыва пласта».

Анализ промысловых показателей рабо-
ты скважин с начала ввода их в эксплуатацию 
(давление закачки, приемистость, накопленная 
закачка и время работы) позволил определить 

момент образования трещины «автогидрораз-
рыва пласта». Результаты анализа представ-
лены на примере скважины № 111. При на-
копленной закачке, составляющей 75 тыс. м 3, 
и продолжительности работы скважин поряд-
ка 30 месяцев определен момент образования 
трещины, который на графике обусловлен ро-
стом и дальнейшим падением давления при 
увеличении приемистости (рис. 7).

Рис. 6. Текущее давление закачки и гидроразрыва пласта
Примечание: составлено автором.

Рис. 7. Образование трещины «автогидроразрыва пласта» в нагнетательной скважине № 111
Примечание: составлено автором.
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Результаты исследований представлены 
в таблице. На основании полученных данных 

выявлена зависимость времени начала диа-
гностирования от гидропроводности [8].

Таблица
Результаты исследований нагнетательных скважин

№ п/п Параметры Размерность 100 110 111 112 113 114 115

1 Наличие операции гидроразрыва 
пласта +/- + + - - - + +

2 Pзаб гидроразрыва МПа 41,5 41,9 - - - 50,3 47,5
3 Рпл прогнозное (Хорнер) МПа 33,9 27,93 27,88 30,2 43,02 41,2 37,7
4 Длительность регистрации час 1653,1 604,9 1054,1 300,0 300,0 300,0 300,0
5 Время начала диагностирования час 300,0 440,0 460,0 190,0 170,0 140,0 225,0
6 Скин-фактор - -6,53 -5,35 -4,13 -5,52 -4,59 -6,85 -6,45
7 Проницаемость мкм 2 0,002 0,0014 0,0011 0,0005 0,005 0,008 0,0064
8 Гидропроводность мкм 2∙м/мПа∙с 0,039 0,038 0,038 0,105 0,081 0,089 0,102
9 Полудлина трещины м 105,0 138,0 78,0 73,9 47,3 155,0 112,0
10 Рпл (ПМ Гидродинамика) МПа 33,4 32,0 31,0 30,9 42,2 40,5 38,1

Примечание: составлено автором.

Оптимальное время исследования при ги-
дропроводности, равной 0,04 мкм 2∙м/мПа∙с, 
составляет 400 ч, а при гидропроводности по-

рядка 0,1 мкм 2∙м/мПа∙с время исследования 
сокращается до 250 ч (рис. 8).

Рис. 8. Определение оптимального времени исследования
Примечание: составлено автором.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Реализован подход к прогнозированию 

пластового давления при отсутствии радиаль-
ного режима фильтрации, а также в опреде-
лении оптимального времени исследования. 
За счет выявления нестабильных трещин «ав-
тогидроразрыва пласта» повышена информа-
тивность гидродинамических исследований 
скважин низкопроницаемых коллекторов.

Рекомендации:
1. На этапе планирования к проведению 

гидродинамических исследований нагне-

тательных скважин необходимо учитывать 
вероятность существования трещины «ав-
тогидроразрыва пласта» для исключения 
неинформативных исследований.

2. С целью оптимизации режимов нагне-
тания при переводе скважины из добываю-
щего фонда в систему поддержания пласто-
вого давления необходимо учитывать условия 
образования трещины «автогидроразрыва 
пласта», что в дальнейшем позволит снизить 
риски роста обводнения при сохранении ком-
пенсации отборов закачкой.
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Особенности планирования и проведения импульсного гидропрослушивания 
без остановки скважин
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Сургутский государственный университет, Сургут, Россия

Аннотация. В целях контроля за разработкой и планирования геолого-технических мероприятий, 
разработчикам требуется информация о строении залежей, гидродинамической связи между скважи-
нами.

Традиционное проведение гидродинамических исследований методом гидропрослушивания заклю-
чается в регистрации созданного импульса давления в остановленных реагирующих скважинах, что 
приводит к снижению темпов добычи нефти. В мировой практике отсутствует опыт проведения ги-
дропрослушивания в работающих скважинах. В статье рассмотрены основные проблемы, возникаю-
щие при проведении гидропрослушивания на работающем фонде скважин, а также приведены возмож-
ные пути решения возникающих в процессе исследования осложнений и факторов, препятствующих 
успешному проведению работы.

Ключевые слова: трудноизвлекаемые запасы (ТРИЗ), фильтрационно-емкостные параметры пласта 
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to control development and plan geological and engineering operations.

Pressure transient test using the pulse-code is traditionally used to record the generated pressure pulse in 
shutdown observation wells, which leads to reduced rates of oil production. Pulse-code test method has not 
been applied in operational wells in the world practice. The article considers the main problems arising in the 
process of pulse-code testing on the operational well stock, as well as provides possible solutions to the po-
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ВВЕДЕНИЕ
Нефтегазовые отрасли осваивают и раз-

рабатывают месторождения, которые харак-
теризуются сложным геологическим стро-
ением. Одним из методов изучения таких 
месторождений является гидропрослушива-
ние. Данный метод позволяет точно оценить 
фильтрационные характеристики пласта, 
уточнить фильтрационно-емкостную модель, 
определяет воздействие нагнетательных сква-
жин на добывающие. Преимущество данного 
метода в том, что он является единственным 
методом, позволяющим определить пьезо-
проводность пласта и гидродинамическую 
связь между скважиной и пластом [1].

В данной работе рассмотрены проблемы, 
выявленные при проведении гидропрослуши-
вания. Ввиду участившихся случаев невоз-

можности выявления сигнала в реагирующих 
скважинах от остановок и запусков влияю-
щей скважины необходимо обратить внима-
ние на условия его проведения на работаю-
щем фонде скважин.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
Ключевым и необходимым условием каче-

ственного проведения и интерпретации ис-
следования методом гидропрослушивания 
на работающем фонде скважин является по-
следовательность действий при его плани-
ровании и подготовке. Последовательность 
действий и планирование проведения иссле-
дования представлены в виде алгоритма ра-
бот (рис. 1).

Планирование работ по гидропрослуши-
ванию начинается с определения участка за-

Рис. 1. Алгоритм работ
Примечание: составлено автором.
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лежи, на котором будут проводиться иссле-
дования. Для воздействия на пласт путем 
остановки закачки выбирается возмущающая 
нагнетательная скважина и несколько услов-
но реагирующих на остановку добывающих 
скважин. При планировании работ обязатель-
ным условием является сбор подробной ин-
формации об объектах исследования. Каче-
ственный сбор информации в значительной 
степени влияет на интерпретацию исследова-
ния. Затем приступаем к моделированию про-
цесса исследования, после чего выполняется 
само гидропрослушивание на исследуемом 
участке. После проведения исследований вы-
полняется анализ текущей работы подземного 
оборудования для выявления отклонений в ра-
боте подземного оборудования, которые мо-
гут повлиять на возможность и корректность 
регистрации импульса в реагирующих сква-
жинах. Если такие отклонения отсутствуют, 
то мы можем без каких-либо сложностей ка-
чественно обработать исследование и в ко-
нечном счете рассчитать искомые значения.

Для наглядного примера и анализа откло-
нений, возникающих при интерпретации ги-
дропрослушивания, было рассмотрено одно 
из проведенных исследований данным ме-
тодом, которое проводилось с 13.08.2017 
по 20.09.2017 гг. Участок проведения работ 
представлен на рис. 2. Для расчета времени 

прихода импульса в реагирующую скважину 
от остановки и запуска возмущающей сква-
жины, необходимо заложить в программу дан-
ные об исследуемом объекте для расчета ∆t 
и ∆р, такие как: приемистость нагнетательной 
скважины, проницаемость, нефтенасыщен-
ная мощность пласта, пористость, вязкость 
и сжимаемость флюида, а также расстояние 
от возмущающей скважины до забоев реаги-
рующих скважин.

Для того чтобы рассчитать время прихо-
да импульса, которое применяется при рас-
чете пьезо- и гидропроводности, нам необ-
ходимо идентифицировать то время отклика, 
с которого начинает изменяться давление 
в реагирующей скважине от остановки или 
запуска влияющей скважины. Когда мы най-
дем в реагирующей скважине время откли-
ка (т.е. точку изменения давления от запуска 
влияющей скважины и точку изменения дав-
ления от остановки) то, как следствие, уви-
дим некую амплитуду изменения давления 
(рис. 3), что будет являться сигналом, характе-
ризующим рост и снижение давления и под-
тверждающим наличие гидродинамической 
связи между возмущающей и реагирующими 
скважинами. Методика расчета времени от-
клика приведена отечественными специали-
стами [1–6].

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ
Для определения оптимального способа 

выявления импульса и расчета параметров 
пласта было исследовано влияние диапазо-
на вносимых параметров фильтрационно-ем-
костных параметров на расчетную модель 
(в программе Saphir Kappa Engineering [7]). 
На рис. 4 представлен расчет времени прихо-
да импульса и его амплитуды при максималь-
ных значениях. Внизу на графике видны две 
остановки влияющей нагнетательной скважи-
ны. Реакция на изменение давления на оста-
новки представлена на графике выше. Здесь 
видно, что при первой остановке нагнетатель-
ной скважины время прихода импульса со-
ставляет 70 ч при амплитуде 0,9 кгс/см 2, при 
запуске время прихода импульса составляет 
27 ч, но меняется его амплитуда – 1,3 кгс/см 2. 

Рис. 2. Участок проведения работ
Примечание: составлено автором.
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При второй остановке время прихода им-
пульса и его амплитуда остается неизменной, 
но при запуске возмущающей скважины на-
блюдается более высокая амплитуда давле-
ния – 2,3 кгс/см 2.

На рис. 5 представлен расчет при внесении 
минимальных значений фильтрационно-ем-

костных свойств. Здесь наблюдается такое же 
время прихода импульса после первой оста-
новки влияющей скважины, но величина им-
пульса меньше в два раза, чем при внесении 
максимальных значений параметров пласта, 
при запуске меньше на 0,3 кгс/см 2 и состави-
ла 1 кгс/см 2. При повторном запуске влияю-

Рис. 3. Моделирование импульса сигнала
Примечание: составлено автором.

Рис. 4. Расчет времени прихода импульса и его амплитуды при использовании максимальных значений 
фильтрационно-емкостных свойств пласта

Примечание: составлено автором.
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щей скважины время прихода импульса оста-
ется неизменным, а вот амплитуда импульса 
стала меньше на 0,3 кгс/см 2 по сравнению 
с произведенным расчетом изменения давле-
ния при использовании максимальных филь-
трационно-емкостных параметров.

Таким образом, при расчете времени прихо-
да импульса и его величины было выявлено, что 
большое влияние на расчетную величину при-
хода импульса имеет диапазон вносимых филь-
трационно-емкостных параметров, а именно 
проницаемости, которая влияет на интенсив-
ность амплитуды импульса, но не на время при-
хода. На основании этого вывода можно го-
раздо точнее прогнозировать, а, как следствие, 
в дальнейшем интерпретировать сигнал. Выяв-
лен оптимальный способ определения импуль-
са и расчета параметров пласта.

На рис. 6 представлен график фактического 
изменения давления в реагирующей скважине. 
Помехи связаны с воздействием на скважи-
ну на устье. Цифрами 1, 3, 4 отмечены оста-

новки скважины по срыву подачи, цифрами 
2, 5, 6 – скачки давления от выполнения ра-
бот оператора-исследователя с устья, которые 
импульсом не являются, но как раз могут при-
ходиться на время его прихода. Диагностиро-
вать импульс от запуска в работу нагнетатель-
ной скважины не представляется возможным 
из-за «шумов» от работы электроцентробеж-
ного насоса этой скважины. Расчетная ампли-
туда импульса составила 2,3 кгс/см 2, а помехи 
составляют более 2 кгс/см 2, поэтому импульс 
среди зашумленности найти не предоставля-
ется возможным. А вот при запуске после пер-
вой остановки импульс не наблюдается либо 
он приходится на время внешнего воздействия 
на скважину.

Чтобы исследовать влияние значений деби-
та на расчетную модель, были построены мо-
дельные кривые давления с постоянным деби-
том Qconst = 0 м 3/сут. и с Qconst = 80 м 3/сут. 
Было выявлено, что при любом постоянном 
дебите импульс в реагирующей скважине 

Рис. 5. Расчет времени прихода импульса и его амплитуды при использовании минимальных значений 
фильтрационно-емкостных свойств пласта

Примечание: составлено автором.
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от воздействия нагнетательной на кривых дав-
ления диагностируется. При постоянном ре-
жиме реагирующей скважины и без внешних 
воздействий на скважину с устья идентифика-
ция импульса не представляет сложности. Так-
же решить проблему идентификации импуль-
са на реагирующей скважине можно путем 
увеличения внутрикустовой закачки при нали-
чии такой технологической возможности [8].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Учитывая несовершенство технологии 

проведения гидропрослушивания на работа-
ющем фонде скважин, вероятность выявле-
ния импульса увеличивается при изменении 
величины воздействия на пласт и моделиро-
вании поведения кривой давления при более 
высоких значениях давления и фильтрацион-
но-емкостных свойствах пласта. В целях оп-

тимизации проведения исследования методом 
гидропрослушивания на производстве обяза-
тельным условием при определении времени 
прихода импульса является стабильная работа 
подземного оборудования. Гидропрослуши-
вание на работающем фонде скважин явля-
ется самым доступным источником данных, 
поскольку затраты на получение гидродина-
мических параметров пласта несопоставимо 
малы по сравнению с проведением исследо-
ваний на остановленном фонде скважин.

Оптимизация планирования и проведения 
гидропрослушивания на работающем фон-
де скважин не представляет сложности, эф-
фективна с точки зрения экономики, а также 
информативности при условии отсутствия 
внешних воздействий на устье скважины 
в период проведения исследований.

Рис. 6. График фактического давления в скважине № 2 и модельных кривых
Примечание: составлено автором.
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Аннотация. Основное внимание в рассматриваемой статье уделяется системам с фиксированным 
максимальным числом требований, ожидающих обслуживания. Это означает необходимость учета 
не только наличия очереди, но и ее конечной емкости, что добавляет сложности в анализ подобных 
систем. Введение таких ограничений может привести к более реалистичным моделям, отражающим 
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ВВЕДЕНИЕ
Основной целью статьи является изуче-

ние и анализ областей применения и особен-
ностей имитационного моделирования. Ак-
туальность работы обусловлена растущей 
сложностью современных систем и процес-
сов. Современные системы становятся все 
более сложными и взаимосвязанными, что 
затрудняет их анализ. Имитационное моде-
лирование позволяет исследовать эти систе-
мы в виртуальной среде, проводить экспери-
менты и анализировать результаты без риска 
для реальной инфраструктуры или оборудо-
вания.

Большинство изучаемых и подлежащих 
моделированию объектов являются сложны-
ми системами, и это утверждение можно счи-
тать фундаментальным в контексте современ-
ных исследований и разработок. Сложные 
системы характеризуются множеством фак-
торов, которые делают их изучение особенно 
интересным и одновременно трудным. Одним 
из главных признаков сложной системы явля-
ется невозможность рассмотрения ее элемен-
тов в изоляции [1]. Это объясняется тем, что 
каждый элемент тесно взаимосвязан с други-
ми элементами системы и с внешней средой, 
что приводит к необходимости учитывать ши-
рокий спектр связей и взаимодействий при 
анализе таких систем.

Оптимизация производственных процессов 
является одной из ключевых областей приме-
нения имитационного моделирования, особен-
но в контексте современной промышленности, 
где эффективность и эффективное использо-
вание ресурсов становятся все более важными 
для конкурентоспособности компаний [2].

В рамках статьи решается ряд задач, ка-
ждой из которых посвящены отдельные раз-
делы работы – анализ конкретных примеров 
применения имитационного моделирования 
в различных сферах, оценка эффективности 
имитационного моделирования и определе-
ние потенциальных направлений для даль-
нейшего развития имитационного моделиро-
вания.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
Следует рассмотреть схему моделируемо-

го процесса (рис. 1).

Рис. 1. Схема моделируемой системы массового 
обслуживания

Входящее требование должно пройти че-
рез один из каналов обслуживания (А или B), 
при этом у них есть общая очередь (О1). После 
этого требования обслуживаются на канале 
обслуживания C (с очередью О2). Требования, 
пришедшие в момент, когда очередь достигла 
максимальной длины, покидают систему.

Была построена имитационная модель си-
стемы: за шаг дискретизации времени было 
взято время, равное 1 сек. Предположим, что 
в данный период не может произойти более 
одного события. Также построена блок-схе-
ма и произведен расчет за 30 минут. По ре-
зультатам расчета найдена доля покупателей 
и средняя доля времени простоя прилавков. 
На экране выведено число отказов и их доля.

λ = 3
– макс. значение О1 = 2;
– макс. значение О2 = X;
– μА = 1;
– μB = 3;
– μC = X.
Следует рассмотреть концептуальную схе-

му моделируемой системы массового обслу-
живания, представленную на рис. 2.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ
Результатом исследования является по-

строенный граф состояний системы с учетом 
вводных данных (рис. 3).

Была построена система уравнений для 
равновесного состояния:

{
3
2 000 +

3
2 000 = 1 010 + 3 001

3
2 000 + 3 011 = 1 010 + 3 010

3
2 000 + 1 011 = 3 001 + 3 001

3 001 + 3 010 + 1 111 + 3 111 = 3 011 + 1 011 + 3 011
3 011 + 1 211 + 3 211 = 3 111 + 1 111 + 3 111

3 111 = 1 211 + 3 211

000 + 010 + 001 + 011 + 111 + 211 = 1
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– p000  = 0.154589371980676;
– p010 = 0.231884057971014;
– p001 = 0.0772946859903382;
– p011 = 0.231884057971014;
– p111 = 0.173913043478261;
– p211 = 0.130434782608696.
Была найдена доля простоя первого канала 

обслуживания. Это сумма вероятности нахож-
дения системы в состоянии, когда первый ка-
нал обслуживания простаивает, или p000 + p001.

Pпростоя канала A = p000 + p001 = 0,154589371980676 
+ 0,0772946859903382 = 0,23188405797.

23,19 % времени с момента равновесного 
состояния будет простаивать первый канал 
обслуживания.

Найдена доля простоя второго канала об-
служивания. Это сумма вероятности нахож-
дения системы в состоянии, когда второй ка-
нал обслуживания простаивает, или p000 + p010.

Pпростоя канала B = p000 + p010 = 0,154589371980676 
+ 0,231884057971014 = 0,38647342995.

38,65 % времени с момента равновесного 
состояния будет простаивать второй канал об-
служивания.

Была просчитана средняя доля простоя ка-
налов.

pпростоя

pпростоя канала A         pпростоя канала B=
+

=
,

2

0 231884057797 0 38647342995

2
0 30917874396

+
=

,
,

pпростоя

pпростоя канала A         pпростоя канала B=
+

=
,

2

0 231884057797 0 38647342995

2
0 30917874396

+
=

,
,

Просчитаем долю отказов:
Pотказа = p211 = 0,130434782608696.
13 % времени пришедшие требования будут 

уходит в отказ, или доля пришедших заказов рав-
на 0,13. В среднем p211*λ = 0,130434782608696*3=  
= 0,39130434782 требований будет уходить в от-
каз за единицу времени.

Посчитана средняя доля обслуженных тре-
бований. Это сумма пришедших требований 
минус количество требований ушедших в от-
каз, или 3–0,39130434782 = 2,60869565218.

Рис. 2. Концептуальная схема моделируемой системы массового обслуживания
Примечание: составлено авторами.

Рис. 3. Граф состояний системы
Примечание: составлено авторами.
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Pобслуживания = 1 – pотказа = 1–0,130434782608696 = 
= 0,86956521739.

87 % пришедших требований будет обслу-
жено.

Код был написан на языке программиро-
вания Python, а также проведен запуск про-
граммы и анализ полученных результатов 
(рис. 4–6).

Было установлено, что канал А простаива-
ет реже, хотя ожидалось обратное, согласно 
чему напрашивается вывод о высокой произ-
водственной загрузке и повышенной эффек-
тивности производства. Канал В, напротив, 
простаивает больше ожидаемого. В отноше-
нии средних показателей доля простоев ниже, 
чем ожидалось, а средняя доля отказов выше 

Рис. 4. Результат выполнения программы
Примечание: составлено авторами.

Рис. 5. График количества требований в очереди на конец каждой минуты
Примечание: составлено авторами.
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ожидаемых значений. При этом на такие по-
казатели доли отказов указывают перегру-
зы системы. Обслуженные требования име-
ют взаимосвязь с долей отказов, что говорит 
о приближенных значениях к ожидаемым по-
казателям.

Был проведен повторный запуск програм-
мы (рис. 7–9).

При повторном запуске характеристики ка-
нала А и В остались неизменными. Доля про-
стоев также оказалась, как и при первом запу-
ске, ниже ожидаемых значений. Доля отказов 
существенно ниже ожидаемой, что является 
признаком высокой пропускной способности 
системы или улучшенной эффективности про-
цессов обслуживания. Можно сделать вывод, 
согласно которому в условиях, когда нагруз-

ка распределяется равномерно, система спо-
собна обрабатывать большее количество задач 
за единицу времени без возникновения узких 
мест или перегрузок. Это позволяет максими-
зировать использование доступных ресурсов 
и повысить общую эффективность работы.

Для достижения состояния равновесия 
и повышения точности прогнозируемых зна-
чений рекомендуется продлить время рабо-
ты системы. Длительное функционирование 
позволит системе стабилизироваться и при-
близиться к теоретически предсказанным по-
казателям работы. В условиях равновесного 
состояния система демонстрирует более вы-
сокую надежность и воспроизводимость ре-
зультатов, что крайне важно для имитацион-
ных моделей.

Рис. 6. График количества отказов на конец каждой минуты
Примечание: составлено авторами.

Рис. 7. Результат повторного запуска программы
Примечание: составлено авторами.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Таким образом, имитационные модели 

играют важную роль в предсказании пове-
дения сложных систем и позволяют выявить 
узкие места до их возникновения в реальных 

условиях эксплуатации. Успешная работа та-
кой модели свидетельствует о правильности 
выбранных стратегий управления и возмож-
ности их применения для оптимизации реаль-
ных систем в будущем.

Рис. 8. График количества требований в очереди на конец каждой минуты
Примечание: составлено авторами.

Рис. 9. График количества отказов на конец каждой минуты
Примечание: составлено авторами.
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Компьютерное моделирование динамики численности популяций на основе 
модифицированной модели Лотки – Вольтерра

Роман Николаевич Никулин*, Оксана Алексеевна Авдеюк
Волгоградский государственный технический университет, Волгоград, Россия 

Аннотация. Статья посвящена разработке модели динамики численности популяций на основе мо-
дели «хищник – жертва», учитывающей одновременное наличие в системе нескольких видов хищ-
ников и жертв, а также случайные изменения в количестве растительности за счет антропогенного 
воздействия и биотических факторов. Учет растительности как источника пищи для жертв хищников 
дополняет модель, делая ее более реалистичной и комплексной. Графики зависимости численности по-
пуляций от времени и фазовые портреты системы помогают в визуализации результатов моделирова-
ния и выявлении основных закономерностей. В целом разработка такой программы и использование ее 
в учебном процессе является отличным инструментом для обучения студентов, позволяя им применить 
теоретические знания на практике, провести анализ данных и сделать выводы о динамике популяций 
в экосистеме.

Ключевые слова: модель динамики популяций, модель Лотки – Вольтерра, Python, система диффе-
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Abstract. The article describes the modeling of population dynamics based on predator–prey model, which 
considers simultaneous presence of several predator and prey species in system, as well as random changes in 
the amount of vegetation due to anthropogenic and biotic factors. The model incorporates vegetation as a food 
source for prey, resulting in a more realistic and comprehensive model. Population over time graphs and phase 
portraits of the system provide visualization of the modeling results and highlight key patterns. Such programs 
are excellent tools for teaching students, enabling them to practically apply theoretical knowledge, analyze 
data, and draw conclusions about population dynamics in ecosystems.
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Никулин Р. Н., Авдеюк О. А.
Компьютерное моделирование динамики численности популяций  

на основе модифицированной модели Лотки – Вольтерра

ВВЕДЕНИЕ
Во многих случаях из-за невозможности 

прямого исследования реальных систем ис-
пользуют математическое моделирование 
и численную реализацию построенных моде-
лей изучаемых процессов в виде компьютер-
ных программ [1, 2]. Одной из таких задач яв-
ляется исследование динамики численности 
популяций животных.

Наиболее известной моделью «хищник – 
жертва» является модель, разработанная Лот-
ки и Вольтерра и опубликованная в 1926 г. 
[3], которая в дальнейшем многократно кор-
ректировалась, и ее применение вышло дале-
ко за рамки изначальной системы «хищник – 
жертва». Например, данная модель нашла 
применение в таких областях науки, как хи-
мия, физика плазмы, гидродинамика, эконо-
мика [4], а в работе [5] показана возможность 
использования рассматриваемой модели в по-
литике и истории. Указанная модель изучается 
в вузовском курсе биофизики, включающем 
лабораторный практикум. Изучение динами-
ки популяций на примере системы «хищник – 
жертва» целесообразно организовать в виде 
виртуальной лабораторной работы.

В настоящее время существуют програм-
мы, реализующие ту или иную модификацию 
модели «хищник – жертва». Например, в ра-
боте [6] приведена программа, реализованная 
в системе Matlab, но она неудобна для прове-
дения лабораторной работы по дисциплине 
«Биофизика», так как студентам предлагается 
изменять параметры в тексте самой програм-
мы, для чего они должны обладать навыка-
ми работы в Matlab. Была предложена про-
грамма, реализующая простейшую модель 
«хищник – жертва», содержащую минимум 
параметров и пригодную только для перво-
начального ознакомления с рассматриваемой 
системой [7].

Практический интерес представляет раз-
работка компьютерной программы на ос-
новании свободно распространяемого ПО, 
реализующей модель «хищник – жертва», 
учитывающей антропогенное и биотическое 
влияние на количество растительной пищи 
и имеющей простой и удобный интерфейс, 

позволяющий в течение лабораторного за-
нятия ознакомиться с программой, выбрать 
необходимые параметры, провести модели-
рование и анализ результатов. Целью иссле-
дования является построение компьютерной 
программы, адаптированной для использо-
вания в учебном процессе в качестве вир-
туальной лабораторной работы и реали-
зующей модель динамики численности 
популяций, которая учитывает взаимодей-
ствие более двух видов животных и ряд дру-
гих параметров, повышающих адекватность 
модели.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
Для построения математической модели 

обычно делают следующие предположения:
– пищевые ресурсы находятся в избытке, 

что позволяет иметь благоприятные условия 
для выживания и развития всех популяций;

– у популяций, имеющих достаточное ко-
личество пищи, прирост численности в еди-
ницу времени должен быть прямо пропор-
ционален численности вида, помноженной 
на коэффициент рождаемости данной попу-
ляции;

– если среди индивидуумов различных по-
пуляций возникает борьба за пищевой ресурс, 
то его количество для каждой популяции бу-
дет зависеть от произведения числа особей 
на коэффициент, характеризующий межвидо-
вую конкуренцию;

– количество погибших особей за выбран-
ный период времени составляет определен-
ную долю от численности популяции;

– если определенный пищевой ресурс 
ограничен и его используют несколько видов, 
то доля этого ресурса, используемая видом 
в единицу времени, равна произведению чис-
ленности популяции этого вида на соответ-
ствующий коэффициент;

– в системе «хищник – жертва» рост чис-
ленности популяции хищников напрямую за-
висит от вероятности встречи с представите-
лями популяции их жертв.

В результате можно получить систему 
дифференциальных уравнений, описываю-
щую поведение двух популяций (1):
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dN
dt

a N b N N c N1

1 1 12 1 2 1 1

2= + − ,

dN
dt

a N b N N c N2

2 2 21 1 2 2 2

2= + − ,

 
 
 (1)

где N1, N1 – численности первой и второй по-
пуляций соответственно;

аi – коэффициенты собственных скоростей 
роста видов;

ci – константы самоограничения численно-
сти;

bij –  константы взаимодействия видов [8].

В зависимости от значений b12 и b21 меня-
ется тип взаимодействия видов между собой 
(индексы 1 и 2 относятся к разным видам).

Система дифференциальных уравнений, 
описывающая взаимодействие популяций 
типа «хищник – жертва» или «паразит – хозя-
ин», имеет вид (2):

dx
dt

x a b x c x1

1 1 12 2 1 1
= − −( ) ,

 
dx
dt

x a b x c x2

2 2 21 1 2 2
= + −( ).

 

 (2)

Вне зависимости от параметров системы 
в ее начале координат находится неустойчи-
вый узел (3).

x x
1

1

2

1
0 0

( ) ( )= =, . (3)

Кроме этого, существует три других потен-
циальных состояния равновесия (4)–(6):

x a
c

x
1

3 1

1

2

3
0

( ) ( )= =, ,
 (4)

x x a
c1

2

2

2 2

2

0
( ) ( )= =, ,  (5)

 x a c a b
c c b b

x a c a b
c c b b1

4 1 1 2 12

1 2 12 21

2

4 2 1 1 21

1 2 12 21

( ) ( )=
−
+

=
+
+

, .  (6)

Уравнения (4)–(6) показывают, что в рас-
сматриваемой системе возможны три случая:

– останется только популяция жертв (4);
– останется только популяция хищников 

(5);

– останутся обе популяции и будут сосу-
ществовать вместе (6).

Рассмотрим третий случай, в котором по-
пуляции хищников и жертв устойчиво сосу-
ществуют и их динамика определяется выра-
жением (6).

Отметим, что сингулярная точка может 
проявляться как устойчивый узел или фокус – 
это зависит от соотношений параметров. Од-
нако если в обоих уравнениях отсутствуют 
слагаемые, характеризующие процессы само-
регуляции популяций (c1 = c2 = 0), то систе-
ма уравнений (2) описывает модель Лотки – 
Вольтерра. Но если произойдет небольшое 
случайное отклонение, то эти колебания мо-
гут привести к полному вымиранию одного 
из видов.

Рассмотрим систему с неиссякаемым запа-
сом растительности, который остается посто-
янным, что приводит безграничному увеличе-
нию популяции кроликов.

Кролики и растительность – это два ключе-
вых фактора, определяющих бесконечное раз-
множение кроликов. Взаимодействие между 
ними происходит спонтанно, что ведет к нео-
граниченному росту популяции. Такая взаи-
мосвязь является результатом второго закона 
термодинамики. Однако наличие лисиц (хищ-
ников) в такой системе влияет на характер изме-
нения численности кроликов. Лисицы рассма-
тривают кроликов как свою добычу и начинают 
охоту. Если растительности много, то возраста-
ет число кроликов, что, в свою очередь, приво-
дит к возрастанию численности лисиц.

С другой стороны, если учесть охоту чело-
века на лисиц с целью добычи меха, то в дан-
ном случае лисицы выступают в роли жертв, 
подвергаясь истреблению или гибели по мере 
их размножения. Процесс охоты на лисиц 
можно считать способом вывода из системы 
энергии, тогда всю систему можно рассма-
тривать как диссипативную структуру и опи-
сать ее системой дифференциальных уравне-
ний. Описанный процесс имеет две стадии 
автокатализа с положительной обратной свя-
зью. Одна из них – «производство» кроликов, 
которые питаются растительностью.
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Рассматриваемая система зависит от соот-
ношения параметров и коэффициентов. При 
неправильно подобранных параметрах чис-
ленность лисиц может оказаться настолько 
большой, что численность кроликов резко 
снизится и может достигнуть такого крити-
ческого значения, после которого оно уже 
не восстановится, вследствие чего снизится 
и численность лисиц, которое также достиг-
нет критического значения, ведущего к выми-
ранию популяции.

В природе такая структура имеет эффект 
диссипации, поэтому взаимодействие различ-
ных видов часто сопровождается циклически-
ми колебаниями в численности популяций. 
Зная значения численности популяций в дан-
ный момент времени и используя рассматри-
ваемую модель, можно предсказать эти значе-
ния в выбранный момент времени в будущем, 
так как изменения численности популяций 
носят периодический характер.

За основу возьмем систему дифференци-
альных уравнений, известную как модель 
Вольтерра для взаимодействия хищников 
и жертв. Ранее Лотка также применил подоб-
ную систему при изучении автокаталитиче-
ских химических процессов. В связи с этим 
в литературе такая модель получила название 
модели Лотки – Вольтерра (7)–(8),

d
dt

R t k GR t k R t F trb rd( ) = ( ) − ( ) ( ) ,  (7)

 
d
dt

F t k R t F t k F tfb fd( ) = ( ) ( ) − ( ) ,  (8)

где krb – коэффициент рождаемости кроликов;
krd – коэффициент смертности кроликов;
kfb – коэффициент рождаемости лис;
kfd – коэффициент смертности лис в резуль-

тате деятельности охотников.

Заметим сразу, что данная система обла-
дает возможностью достижения устойчиво-
го решения. Это означает, что при фиксиро-
ванных материальных параметрах системы, 
которые не изменяются со временем, полно-
стью определяются R0 и F0. Рассмотрим слу-
чай, когда производные в уравнениях (7) и (8) 

равняются нулю. Таким образом, можно раз-
делить систему уравнений на два независи-
мых уравнения и найти их решения (9)–(10):

k G k F k G k Frb rd rb rd− = → =
0 0
0 ,

k R k k R kfb fd fb fd0 00− = → = , 
(9)

откуда:

F k G
k

R
k
k

rb

rd

fd

fb
0 0
= =, .

 (10)

Отсюда видно, что популяция лисиц опре-
деляется исключительно параметрами кро-
ликов, а популяция кроликов – параметрами 
лисиц, при этом неявно учитывается деятель-
ность охотников.

В случае отклонения начальных параме-
тров от установленных значений наблюдается 
колебательный процесс, в котором популяции 
периодически увеличиваются и уменьшают-
ся в зависимости от коэффициентов и началь-
ных параметров. В процессе охоты хищников 
на жертв количество последних сокращается, 
и когда оно достигает значения R0, числен-
ность хищников также начинает убывать вме-
сте с уменьшением числа жертв. Сокращение 
численности жертв продолжается, пока коли-
чество хищников не достигнет значения F0, 
после чего начинает возрастать численность 
популяции жертв. В результате жертв стано-
вится достаточно для увеличения количества 
хищников и численность обоих популяций 
увеличивается, что приводит к повторению 
процесса.

Рассмотренная модель имеет несколько 
недостатков. С математической точки зрения 
система достаточно грубая, так как даже ма-
лейшие изменения хотя бы одного из коэффи-
циентов приводят к значительным изменения 
в поведении системы, а с биологической – 
не учитывается насыщение, ограниченность 
ресурсов и другие факторы.

Таким образом, представленная модель, 
хотя и отражает взаимодействие между попу-
ляциями хищников и жертв, имеет свои огра-
ничения как с точки зрения математики, так 
и с точки зрения биологии. Для полного пони-
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мания и адекватного описания рассматривае-
мой системы требуется учет дополнительных 
факторов и принципиальных свойств, харак-
терных для таких взаимодействий.

Исходная модель «хищник – жертва» пред-
полагает наличие только одного вида хищника 
и одного вида жертвы. Однако в реальности, 
в природе, существует множество различных 
видов как животных-хищников, так и жертв.

Поэтому предположим, что одновременное 
добавление нескольких видов жертв и хищ-
ников в исходную модель «хищник – жерт-
ва» может значительно усовершенствовать 
ее функционал и расширить возможности 
для исследования динамики популяций. Од-
ной из таких возможностей является анализ 
взаимодействия различных видов хищников 
и жертв, а также факторов, влияющих на эти 
взаимодействия.

При построении более сложной модели, 
учитывающей одновременно несколько видов 
жертв и хищников, учтем, что лисицы поми-
мо кроликов охотятся и на мышей, популяция 
которых M часто очень велика (11)–(14).

d
dt

M t k GM t k M t F tmb md( ) = ( ) − ( ) ( ).  (11)

Здесь учтено, что увеличение численности 
мышей зависит от параметра G, который ха-
рактеризует наличие растений, семенами ко-
торых они питаются. Теперь добавим в урав-
нение для популяции лисиц сумму (R+M), 
связанную с численностью двух видов жертв 
(кролики + мыши):
d
dt

F t k R t M t F t k F tfb fd( ) = ( ) + ( )( ) ( ) − ( ).  (12)

Добавим в систему еще одного хищника – 
популяцию сов O и соответствующее уравне-
ние:

d
dt

O t k M t R t O t k O tob od( ) = ( ) + ( )( ) ( ) − ( ).  (13)

Для предотвращения неограниченного 
увеличения количества сов будем считать, что 
они сами является жертвой для других хищ-
ников (например, ястребов).

С учетом уравнений (11)–(13), система 
дифференциальных уравнений, описываю-

щая взаимодействие указанных выше популя-
ций, примет вид (14):

d
dt

R t k GR t k R t F t O trb rd( ) = ( ) − ( ) ( ) ( ) ,

d
dt

F t k R t M t F t k F tfb fd( ) = ( ) + ( )( ) ( ) − ( ) ,

d
dt

M t k GM t k M t F tmb md( ) = ( ) − ( ) ( ) ,

d
dt

O t k M t R t O t k O tob od( ) = ( ) + ( )( ) ( ) − ( ).

 
(14)

В исходной модели «хищник – жертва» 
не учитывается антропогенное и биотиче-
ское влияние на количество растительной 
пищи, которая важна для существования 
и развития травоядных, которые являются 
пищей (жертвами) для хищников. Деятель-
ность человека приводит к изменению ус-
ловий окружающей среды, что сказывается 
на наличии и количестве растительности, 
что напрямую влияет на численности и хищ-
ников, и их жертв.

Добавление случайных изменений в коли-
честве травы, отражающее антропогенные 
и биотические факторы, усовершенствует мо-
дель «хищник – жертва», что позволяет более 
точно отражать сложную структуру экоси-
стемы и корректно описывать биологические 
процессы [9, 10].

Для учета изменения среды вследствие 
антропогенных и абиотических факторов 
в первое и третье уравнения системы (14) 
необходимо добавить колебания параметра, 
характеризующего доступную раститель-
ность (15)–(16):
d
dt

R t k G A w t B w t R t k R t F t O trb rd( ) = + ⋅( ) + ⋅( )( ) ⋅ ( ) ⋅ ( ) ( ) ( )sin sin ,

d
dt

R t k G A w t B w t R t k R t F t O trb rd( ) = + ⋅( ) + ⋅( )( ) ⋅ ( ) ⋅ ( ) ( ) ( )sin sin ,  (15)
d
dt

M t k G A w t B w t M t k M t F tmb md( ) = + ⋅( ) + ( )( ) ⋅ ( ) ⋅ ( ) ( )sin sin · .

d
dt

M t k G A w t B w t M t k M t F tmb md( ) = + ⋅( ) + ( )( ) ⋅ ( ) ⋅ ( ) ( )sin sin · .  

В результате система уравнений принима-
ет окончательный вид:
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d
dt

R t k G A w t B w t R t k R t F t O trb rd( ) = + ⋅( ) + ⋅( )( ) ⋅ ( ) − ( ) ( ) ( )sin sin ,

d
dt

R t k G A w t B w t R t k R t F t O trb rd( ) = + ⋅( ) + ⋅( )( ) ⋅ ( ) − ( ) ( ) ( )sin sin ,

d
dt

F t k R t M t F t k F tfb fd( ) = ( ) + ( )( ) ( ) − ( ) ,  (16)

d
dt

M t k G A w t B w t M t k M t F tmb md( ) = + ⋅( ) + ⋅( )( ) ⋅ ( ) − ( ) ( )sin sin

d
dt

M t k G A w t B w t M t k M t F tmb md( ) = + ⋅( ) + ⋅( )( ) ⋅ ( ) − ( ) ( )sin sin

d
dt

O t k M t R t O t k O tob od( ) = ( ) + ( )( ) ( ) − ( ).

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ
Построенная модель позволяет установить 

связь между численностью популяций, коэф-
фициентами их взаимодействия и начальны-
ми значениями популяций с учетом антро-
погенных и абиотических факторов и при их 
отсутствии, с помощью расчета изменения 

во времени численности рассматриваемых 
популяций и анализа фазовых портретов.

С целью реализации данной модели по-
строена компьютерная программа с исполь-
зованием языка Python и библиотек, необ-
ходимых для создания приложений [11–13], 
в которой для решения системы дифференци-
альных уравнений используется метод Рун-
ге – Кутта четвертого порядка.

Скриншот окна программы с начальными 
параметрами приведен на рис. 1.

В качестве примера на рис. 2 приведен ре-
зультат работы программы. В левой части 
рисунка – график изменения численностей 
популяций в зависимости от времени, а в пра-
вой – фазовый портрет системы.

Разработанная программа, кроме научных 
исследований, используется в учебном процес-
се в рамках изучения курса «Биофизика» в ка-
честве компьютерной лабораторной работы.

Рис. 1. Начальные параметры модифицированной модели «хищник – жертва»
Примечание: составлено авторами.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Исходя из модели Лотки – Вольтерра, была 

разработана модель динамики популяций, учи-
тывающая взаимодействие нескольких ви-
дов животных, как, например, двух хищников 
и двух жертв. Эта модель также учитывает на-
личие растительности, которая является основ-
ным источником питания для жертв хищников 
в данном контексте. Для упрощения вычисле-
ний на основе этой модели была разработа-
на компьютерная программа. Эта программа 

позволяет строить графики изменения числен-
ности популяций со временем и фазовые пор-
треты системы на основе выбранных началь-
ных данных. Она имеет интуитивно понятный 
интерфейс и предназначена для использования 
в учебных целях, в частности в лабораторных 
занятиях по дисциплине «Биофизика». Поль-
зователи могут также ознакомиться с методи-
ческими рекомендациями, касающимися вы-
полнения лабораторной работы по модели 
«хищник – жертва» внутри программы.

Рис. 2. Результаты моделирования
Примечание: составлено авторами.
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Вычисление оценок параметров однородной вложенной кусочно-линейной регрессии 
с чередованием операций min и max

Сергей Иванович Носков*, Сергей Вячеславович Беляев
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Аннотация. В работе дан краткий обзор публикаций по применению нелинейных модельных форм 
при математическом моделировании комплексных технических и социально-экономических объек-
тов. В частности, рассмотрены: динамика нелинейной системы с двумя степенями свободы, состоящей 
из заземленного линейного осциллятора, связанного с легкой массой посредством существенно нели-
нейной и нелинеаризуемой жесткости; описание новой кибернетической структуры, которая может по-
мочь в понимании специфики своевременного развертывания повторяющихся социальных явлений; 
новая математическая модель для управления циклической безработицей; конфигурация нескольких 
систем возобновляемой энергии в экопромышленном парке; экономико-математическая модель плани-
рования производства, учитывающая его масштаб и выпуск бракованной продукции.

Рассмотрены однородные вложенные кусочно-линейные регрессии с чередованием операций min 
и max. Задачи вычисления оценок их параметров путем минимизации сумм абсолютных значений оши-
бок аппроксимации сведены к задачам линейно-булева программирования. Полученные оптимальные 
значения булевых переменных задачи позволяют выявить порядок срабатывания внешнего минимума 
и внутренних максимумов в рассматриваемых вложенных моделях. Решен численный иллюстратив-
ный пример.

Ключевые слова: вложенные кусочно-линейные регрессии, операции min и max, задача линейно-бу-
лева программирования, оцениваемые параметры, программа LP_solve
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Abstract. The article provides a brief review of publications on the implementation of nonlinear model 
forms in mathematical modeling of complex technical and socio-economic objects. Specifically, the follo wing 
are considered: the dynamics of a nonlinear system with two degrees of freedom, consisting of a grounded 
linear oscillator connected to a light mass by a substantially nonlinear and nonlinearizable stiffness; the de-
scription of a new cybernetic structure that can help in understanding the specifics of timely deployment of 
recurring social phenomena; a new mathematical model for managing cyclical unemployment; configuration 
of several renewable energy systems in an eco-industrial park, an economic and mathematical model of pro-
duction planning that takes into account its scale and the release of defective products. 

Homogeneous nested piecewise linear regressions with alternating min and max functions are studied. The 
tasks of calculating parameter estimates by minimizing the sums of absolute values of approximation errors 
are reduced to linear Boolean programming problems. The obtained optimal values of the Boolean variables 
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ВВЕДЕНИЕ
При анализе с помощью методов математи-

ческого моделирования комплексных техни-
ческих и социально-экономических объектов, 
исследователям приходится, наряду с линей-
ными или сводящимся к линейным конструк-
циям, применять и весьма сложные, суще-
ственно нелинейные модельные формы. Так, 
в работе R. Neydorf математически обоснова-
на возможность аппроксимационной мульти-
пликативной и аддитивной обработки точеч-
ных экспериментальных данных для создания 
единой математической модели изучаемого 
объекта или явления в целом [1]. Предлагае-
мый метод называется аппроксимацией «Cut-
glue», так как он основан на «разрезании» 
хорошо аппроксимируемых интервалов мо-
делируемой зависимости и «склеивании» их 
в одну аналитическую функцию.

В работе Y. S. Lee и соавт. изучается ди-
намика нелинейной системы с двумя степе-
нями свободы, состоящей из заземленного 
линейного осциллятора, связанного с лег-
кой массой посредством существенно нели-
нейной и нелинеаризуемой жесткости [2]. 
В статье A. V. Porubov и соавт. показано, что 
существенно нелинейные модели для твер-
дых тел со сложной внутренней структурой 
могут быть изучены с использованием фено-
менологического и структурного подходов 
[3]. Установлено, что оба подхода приводят 
к одному и тому же нелинейному уравнению 
для бегущих продольных волн макродефор-
мации.

Исследование T. C. Devezas и соавт. по-
священо описанию новой кибернетической 
структуры, которая может помочь в понима-
нии специфики своевременного разверты-
вания повторяющихся социальных явлений, 

а также обеспечить основу для их применения 
в качестве полезных инструментов прогнози-
рования будущего [4]. H. Zhu и соавт. разра-
ботана новая многомерная математическая 
модель экономической системы с оператором 
опережения по времени τ и нелинейным фак-
тором, отражающим учет ограниченной ин-
формации [5].

В статье M. E. Yahyaoui и соавт. представ-
лена основанная на системе нелинейных диф-
ференциальных уравнений новая математи-
ческая модель для управления циклической 
безработицей [6]. Производится классифика-
ция рабочей силы на три отдельных класса: 
принципиальные безработные, занятые лица 
и циклически безработные люди. В исследо-
вании M. A. Misrol и соавт. на основе матема-
тической модели в виде задачи смешанного 
целочисленного нелинейного программиро-
вания изучается конфигурация нескольких 
систем возобновляемой энергии в экопро-
мышленном парке, который генерирует элек-
троэнергию для внутреннего потребления 
и экспортирует ее излишки в сеть [7].

В работе M. R. Khamiduulin и соавт. пред-
ставлена экономико-математическая модель 
планирования производства, учитывающая 
его масштаб и выпуск бракованной продук-
ции [8]. В статье A. H. Teru и соавт. предлага-
ется и анализируется нелинейная математи-
ческая модель для изучения вырубки лесных 
ресурсов в условиях отсутствия четкой ин-
формации о полезности леса [9]. Модель име-
ет форму обыкновенных дифференциальных 
уравнений. Статья A. Aliyev посвящена ана-
лизу научных публикаций по созданию ку-
сочно-линейных экономико-математических 
моделей в условиях неопределенности в ко-
нечномерном векторном пространстве [10].
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Цель настоящей работы состоит в рас-
ширении класса так называемых вложенных 
кусочно-линейных регрессионных моделей 
путем рассмотрения зависимостей с чередо-
ванием операций min и max.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
Пусть при анализе некоторого объекта 

исследователь полагает, что на зависимую 
(выходную) переменную y оказывают влия-
ние m независимых (входных) переменных 
x i mi , ,=1 , допуская тем самым наличие ре-
грессионной связи (1),

y F a x x xk k k km k= …( ) +; , , , ,
1 2

ε k n=1, ,  (1)

где k – номер наблюдения, n – их число, а – 
вектор подлежащих определению параметров, 
F – вещественная, в общем случае нелинейная, 
аппроксимирующая функция, εk – ошибки ап-
проксимации. Будем считать все переменные 
в модели (1) детерминированными.

В работах [11, 12] одним из авторов пред-
ложено несколько форм вложенных кусоч-
но-линейных регрессий, в частности:

– однородная вложенная кусочно-линей-
ная регрессия первого типа (2)

y a x a x k nk i I i ki i I i
G

ki kG= + =
∈ ∈

min{min { },...,min { }} , ,1

1
1ε

y a x a x k nk i I i ki i I i
G

ki kG= + =
∈ ∈

min{min { },...,min { }} , ,1

1
1ε  (2)

и
– однородная вложенная кусочно-линей-

ная регрессия второго типа (3)

y x x k nk i J i ki i J i
H

ki kH= + =
∈ ∈

max{max { },...,max { }} , , .1

1
1β β ε

y x x k nk i J i ki i J i
H

ki kH= + =
∈ ∈

max{max { },...,max { }} , , .1

1
1β β ε  (3)

Здесь индексные множества I i G J j Hi j
, , , , ,= =1 1 

I i G J j Hi j
, , , , ,= =1 1  представляют собой подмноже-

ства множества номеров независимых пе-
ременных {1, 2, …, m}. В том случае, когда 
вычисление оценок параметров вложенных 
кусочно-линейных регрессий производится 
путем минимизации сумм модулей ошибок 
аппроксимации:

L min
k

n

k= →
=
∑
1

| |ε ,

соответствующие задачи могут быть сведены 
(см, в частности, [13]) к задачам линейно-бу-
лева программирования (ЛБП).

По аналогии с вложенными формами (2) 
и (3) введем в рассмотрение однородные вло-
женные кусочно-линейные регрессии с чере-
дованием операций min и max (4)–(5):

y x x k nk i J i ki i J i
H

ki kH= + =
∈ ∈

min{max { },...,max { }} , ,1

1
1β β ε

y x x k nk i J i ki i J i
H

ki kH= + =
∈ ∈

min{max { },...,max { }} , ,1

1
1β β ε  (4)

и

y a x a x k nk i I i ki i I i
G

ki kG= + =
∈ ∈

max{min { },...,min { }} , , .1

1
1ε

y a x a x k nk i I i ki i I i
G

ki kG= + =
∈ ∈

max{min { },...,min { }} , , .1

1
1ε  (5)

Используя вычислительный прием из ра-
боты [13], введем следующие обозначения:

v x k nkj i J i
j

kij= =
∈

max { }, , ,β 1  j H=1, ,

w v k nk j H kj= =
=
min , , .
,1

1

Тогда для вычисления оценок параметров 
регрессии (4) необходимо решить следую-
щую задачу ЛБП (6)–(16):

v xkj i
j

ki≥ β , k n=1, , �i J j∈ , j H=1, ,   (6)

βi
j

ki kj kij ijx v s M− ≥ −( )1 , 

k n=1, , �i J j∈ , j H=1, ,   (7)

i J kijjs∈∑ =1,  k n=1, , j H=1, ,    (8)

w vk kj≤ , k n=1, , j H=1, ,    (9)

v w r Mkj k kj− ≤ −( )1 , k n=1, , j H=1, ,    (10)

j

H
kjr

=∑ 1
=1, k n=1, ,   (11)

w u d yk k k k+ − = , k n=1, ,   (12)

u dk k≥ ≥0 0, , k n=1, ,   (13)

s k nkij ∈{ } =0 1 1, , , , �i J j∈ , j H=1, ,   (14)

r k nkj ∈{ } =0 1 1, , , , j H=1, ,   (15)

k

n
k k j

H

i J ij i
ju d minj= = ∈∑ ∑ ∑+( ) − →

1 1
δ β .  (16)
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Здесь Mij, �i J j∈ , j H=1, ,  M – наперед за-
данные большие, а δij, �i J j∈ , j H=1, ,  – ма-
лые положительные числа.

Займемся теперь решением задачи иден-
тификации параметров регрессии (5). Введем 
обозначения:

p a x k nkj i I i
j
kij= =

∈
min { }, , ,1  j G=1, , 

f p k nk j G kj= =
=
max , , .

,1

1

Тогда соответствующая задача ЛБП при-
мет вид (17)–(27):

j
kj i kip a x≤ , k n=1, , �i J j∈ , j G=1, , (17)

a x p s Mi
j

ki kj kij ij− ≤ −( )1
, k n=1, ,  (18)

�i J j∈ , j G=1, ,

i I kijjs∈∑ =1,
 k n=1, , j G=1, , (19)

f pk kj≥ , k n=1, , j G=1, , (20)

p f r Mkj k kj− ≥ −( )1
, k n=1, , j G=1, , (21)

j

G
kjr

=∑ 1 =1, k n=1, , (22)

f u d yk k k k+ − = , k n=1, ,  (23)

u dk k≥ ≥0 0, , k n=1, ,  (24)

s k nkij ∈{ } =0 1 1, , , , �i J j∈ , j G=1, , (25)

r k nkj ∈{ } =0 1 1, , , , j G=1, , (26)

k

n
k k j

G

i I ij i
ju d a minj= = ∈∑ ∑ ∑+( ) + →

1 1
δ .  (27)

Здесь также Mij, �i J j∈ , j G=1, , M – наперед 
заданные большие, а δij, �i J j∈ , j G=1,  – ма-
лые положительные числа.

Решение задач ЛБП (6)–(16) и (17)–(27) 
не должно вызывать вычислительных труд-
ностей ввиду значительного количества со-
ответствующих эффективных программных 
средств – например, популярная программа 
LPsolve (см, в частности, [14]).

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ
Рассмотрим простой иллюстративный при-

мер. Пусть исходная выборка данных имеет 
вид (таблица):

Таким образом, n = 6, m = 4.

Таблица
Выборка данных

у x1 x2 x3 x4

5,183437 13,77754 12,62159 16,13425 4,894745
7,203116 4,084858 5,192301 13,55415 11,57849
8,68362 6,700028 6,489977 19,15316 19,49182
2,674635 11,90554 12,63001 15,20987 12,91793
13,41794 6,204921 3,213104 5,906825 11,44922
17,33108 11,75732 18,52296 0,160812 13,69441

Примечание: составлено авторами.

Носков С. И., Беляев С. В.
Вычисление оценок параметров однородной вложенной кусочно-линейной регрессии  

с чередованием операций min и max

Индексные множества J 1 и J 2 зададим 
в виде: J 1 = {1,2}, J 2 = {3,4}, т. е. положим 
H = 2.

Будем строить однородную вложенную ку-
сочно-линейную регрессию с чередованием 
операций min и max (4) в форме:

y x x x x kk k k k k k= + =min{max{ , },max{ , }} , , .β β β β ε
1

1

1 2

1

2 3

2

3 4

2

4
1 6

y x x x x kk k k k k k= + =min{max{ , },max{ , }} , , .β β β β ε
1

1

1 2

1

2 3

2

3 4

2

4
1 6

В результате решения задачи ЛБП (7)–(17) 
получим следующую модель (28):

y
k
= + =min{max{ . , . },max{ . , . }} , , .1 34 1 38 0 32 1 06 1 6

1 3 4
x x x kk k k kε

y
k
= + =min{max{ . , . },max{ . , . }} , , .1 34 1 38 0 32 1 06 1 6

1 3 4
x x x kk k k kε   

(28)
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Приведем значения ключевых переменных 
задачи:

S
1

10

01

10

01

10

01

=

























,  
S
2

10

01

01

01

01

01

=

























,

R =

























01

10

10

01

10

01

, 

 

V =

18 5139 5 1834

7 2031 12 2613

9 0033 20 6414

17 5212 13 6798

8 3

. .

. .

. .

. .

. 3380 12 1244

25 6963 14 5021

.

. .

























,

w = (5.1834, 7.2031, 9.0033, 13.6798, 8.338, 
14.5021),

u = (0, 0, 0, 0, 5.0799, 2.8289),

d = (0, 0, 0.3197, 11.0051, 0, 0).

Здесь S1=|| ski1||, k n=1, , �i J j∈ , S2=|| ski2||, 

k n=1, , �i J j∈ , R =||rkj||, k n=1, , j H=1, , V =|| 

vkj||, k n=1, , j H=1, ,.

Анализ результирующих значений буле-
вых переменных позволяет определить по-
рядок срабатываний внешнего минимума 
и внутренних максимумов в модели (28). На-
пример, в третьем наблюдении внешний ми-
нимум реализовался на первом внутреннем 
максимуме, который, в свою очередь, срабо-
тал на независимой переменной x1.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе введены однородные вложенные 

кусочно-линейные регрессии с чередованием 
операций min и max. Задачи идентификации 
их параметров путем минимизации сумм мо-
дулей ошибок аппроксимации сведены к зада-
чам линейно-булева программирования. При 
этом значения булевых переменных позволя-
ют установить порядок срабатывания внеш-
него минимума и внутренних максимумов 
в рассматриваемых вложенных моделях. Ре-
шен численный иллюстративный пример.
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